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Raumliche Helmert-Transformation variabler Koordinaten
im GauBB-Helmert- und im GauB-Markoff-Modell

Karl-Rudolf Koch

Zusammenfassung

Die Methode der kleinsten Quadrate bestimmt die unbekann-
ten Parameter von Koordinatentransformationen derart, dass
die Ergebnisse von der Transformationsrichtung unabhangig
sind, sofern die Koordinaten des Startsystems und die des
Zielsystems als Zufallsvariable mit identischen Kovarianzmat-
rizen eingefiihrt werden. Dies wird am Beispiel der rdumli-
chen Helmert-Transformation gezeigt. Weiter wird nachge-
wiesen, dass die geschatzten Parameter identisch sind, wenn
im GauB-Helmert-Modell oder nach Einfiihrung zusatzlicher
unbekannter Parameter im GauB-Markoff-Modell ausgewer-
tet wird.

Summary

The method of least squares determines the unknown para-
meters of coordinate transformations such that the results are
independent of the direction of the transformation, if the coor-
dinates of the starting system and the coordinates of the final
system are considered as random variables with identical co-
variance matrices. This is shown for the example of the three-
dimensional Helmert transformation. In addition it is proven
that the estimated parameters are identical, if the Gauss-
Helmert model or, after introducing additional unknown para-
meters, the Gauss-Markoff model is applied for the analysis.

1 Einleitung

Wer Beispiele zur rdumlichen Helmert-Transformation
berechnet hat, bei der sowohl die Koordinaten des
Startsystems als auch die Koordinaten des Zielsystems als
Zufallsvariable mit identischen Kovarianzmatrizen ein-
gefiihrt und bei der die unbekannten Transformations-
parameter mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadra-
te bestimmt werden, der weiB3, dass diese Transformati-
on unabhingig von der Wahl der Transformationsrich-
tung ist. Man erhilt unabhidngig von der Wahl des Start-
oder Zielsystems fiir die Koordinatentransformation iiber-
einstimmende Ergebnisse, also »eindeutige« Transforma-
tionsparameter. Dies lésst sich auch theoretisch begriin-
den, wie durch Koch (2001) geschehen, da Lenzmann und
Lenzmann (2001b) eine Abhéngigkeit von der Transfor-
mationsrichtung behauptet hatten. Unabhéngig von Koch
(2001) weist auch Reinking (2001) darauf hin, dass mit der
Methode der kleinsten Quadrate eindeutige Koordinaten-
transformationen erhalten werden, falls die Koordinaten
des Start- und Zielsystems als Zufallsvariable eingefiihrt
werden. Er demonstriert seine Aussage anhand des von
Lenzmann und Lenzmann (2001b) gewéhlten Beispiels fiir

die Geradenausgleichung, indem er identische Ergebnisse
erhilt.

Dennoch beharren Lenzmann und Lenzmann (2001a)
auf ihrer Aussage der Abhingigkeit der Koordinaten-
transformation von der Transformationsrichtung, so-
fern ein MaBstabsparameter vorhanden ist, was bei der
Helmert-Transformation der Fall ist. Abhidngigkeit von
der Transformationsrichtung behauptet auch Lenzmann
(2001). Die Autoren stiitzen sich auf ihren Beweis in Lenz-
mann und Lenzmann (2001b), der aber nicht korrekt ist.
Sie wollen zeigen, dass die einfache Transformation
y = mx (1.1)
abhingig von der Transformationsrichtung ist. Der Vek-
tor x enthilt die variablen Koordinaten beliebiger Dimen-
sionen von Punkten im Startsystem und y die variablen
Koordinaten im Zielsystem, m ist der unbekannte Maf-
stab. Sie bestimmen den Schitzwert von m im GauB-
Helmert-Modell (Wolf 1978), dem Allgemeinfall der Aus-
gleichungsrechnung, da in (1.1) in jeder Gleichung ei-
ne Koordinate des Startsystems, eine des Zielsystems und
der unbekannte MaBstab auftreten. Fiir die Linearisierung
wird angenommen, wie man leicht nachrechnen kann,
dass der Ndherungswert fiir m gleich Eins und die N&ihe-
rungswerte fiir die Koordinaten x des Startsystems iden-
tisch mit den Koordinaten selbst sind. Fiir diese Nihe-
rungslésung beweisen Lenzmann und Lenzmann (2001b)
die Abhéngigkeit von der Transformationsrichtung. Die-
se Ndherungslésung ist aber nicht identisch mit der Lo-
sung, die sich erst durch Iteration ergibt, wobei Konver-
genz vorausgesetzt wird. Insofern ist der Beweis falsch,
da die Abhingigkeit der Naherungslosung von der Trans-
formationsrichtung bewiesen wird. Die Losung selbst ist
unabhéngig von der Transformationsrichtung, denn auf-
grund der Eigenschaft der Methode der kleinsten Quad-
rate besitzen die durch x und y bestimmten Punkte die
kiirzesten Abstinde zur zuldssigen Menge der Punkte, die
der Transformation (1.1) gentigen. Hierauf wird im 4. Ab-
schnitt ndher eingegangen. Beliebig gewihlte Beispiele
demonstrieren, dass die Transformation (1.1) unabhingig
von der Transformationsrichtung ist, falls m # 0 ist, x
und y Zufallsvektoren mit identischen Kovarianzmatrizen
sind und die Ndherungswerte so gewéhlt werden, dass die
Iterationen konvergieren.

Die von Lenzmann und Lenzmann (2001b) aufgestellte
Forderung nach der minimalen Summe der Quadrate der
senkrechten Abstinde wird von der Methode der kleins-
ten Quadrate erfiillt. Die von ihnen vorgenommene ex-
plizite Berechnung der LotfuBpunkte ist nicht erforder-
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lich. Sie kann aber dann sinnvoll sein, wenn zur Berech-
nung der kiirzesten Absténde, auch orthogonale Distanz-
Regression genannt, die Anderungen der LotfuBpunkte
in Abhingigkeit von den Anderungen der unbekannten
Parameter des Schétzproblems iterativ berechnet werden,
um effiziente Rechenverfahren zu gewinnen (Helfrich und
Zwick 1993, 1995, 1996).

Fir die Geradenausgleichung {iberfiihrt Reinking
(2001) das GauB-Helmert-Modell durch zusétzliche un-
bekannte Parameter in das GauB-Markoff-Modell. Dieser
Modellwechsel ist auch durch Koch (2001) beschrieben
und durch Koch (2000b, S. 88) allgemein abgehandelt.
Er ist praktisch, da Rechenprogramme, die fiir das haufig
angewandte GauB-Markoff-Modell entwickelt wurden,
auch fiir Parameterschitzungen angewendet werden kén-
nen, die das GauB-Helmert-Modell verlangen. Von die-
ser Uberfithrung in das GauB-Markoff-Modell behaupten
Lenzmann und Lenzmann (2001a), dass das urspriing-
liche GauB-Helmert-Modell verlassen werde, dass also
in den beiden Modellen unterschiedliche Ergebnisse zu
erwarten waren, da, wie sie sich ausdriicken, »Identi-
tatsrestriktionen« eingefiihrt werden. Diese Behauptung
ist nicht korrekt. Durch die zusétzlichen unbekannten
Parameter, die in das GauB-Helmert-Modell eingefiihrt
werden diirfen, bringt man lediglich das GauB-Helmert-
Modell in die Form des GauB-Markoff-Modells. Zum Be-
weis wird im Folgenden analytisch am Beispiel der rdum-
lichen Helmert-Transformation gezeigt, dass im GauB-
Helmert-Modell und nach Uberfiihrung in das GauB-
Markoff-Modell identische Transformationsergebnisse er-
halten werden. AuBerdem wird aufgrund der Eigenschaft
der Methode der kleinsten Quadrate die Unabhidngigkeit
der Helmert-Transformation von der Transformations-
richtung gezeigt. Ein analytischer Beweis fiir die Unab-
hédngigkeit ist aus der jlingst vorgelegten analytischen L6-
sung der Siebenparameter-Transformation von Awange
und Grafarend (2002) zu entnehmen. Ganz entsprechend
kann man auch bei anderen Transformationen und bei der
Geradenausgleichung vorgehen, so dass Reinking (2001)
auf vollig korrekte Weise mit der Methode der kleinsten
Quadrate die Ergebnisse von Lenzmann und Lenzmann
(2001Db) erhalten hat.

2 R3umliche Helmert-Transformation

Die raumliche Helmert-Transformation, die eine ortho-
gonale Transformation darstellt und als Spezialfille
die Siebenparameter-Transformation sowie die ebene
Helmert-Transformation einschlieit, ist wie folgt defi-
niert: Enthilt der Vektor x,; die dreidimensionalen Ko-
ordinaten des Startsystems eines Punktes i und der Vek-
tor x,; die Koordinaten des Zielsystems desselben Punktes
i, ergibt sich die rdumliche Helmert-Transformation der
Koordinaten des Punktes i zu, siehe zum Beispiel Schmid
und Heggli (1978) oder Koch (1999, S. 42)

t+RMx, =x,; fir ie{l,...,p} (2.1)
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mit
tx mx 0 O
ty 0 0 my
Xsj Xzi
Xsi = Ysi |r Xzi = | Yzi |,
Zsi Zzi
R = R3(y)R2B)Ri(x). (2.2)

Hierin bedeutet p die Anzahl der zu transformierenden
Punkte, ¢ den Vektor der unbekannten Translationspara-
meter fy,ty, tz, M die Matrix der unbekannten MaB-
stabsparameter My, My, Mz und R die Drehmatrix, die
sich aus der Drehung R3(y) in der xq, xo-Ebene um den
unbekannten Winkel y, aus der Drehung R,(/3) in der
x1,x3-Ebene um den unbekannten Winkel 3 und aus
der Drehung Ri(«) in der xp, x3-Ebene um den unbe-
kannten Winkel « ergibt. Die dreidimensionale Trans-
formation (2.1) beinhaltet also neun unbekannte Para-
meter. Setzt man my, = my, = m,; = m, ergibt sich die
Siebenparameter-Transformation.

Sowohl die Koordinaten des Startsystems als auch die
Koordinaten des Zielsystems seien Zufallsvariable, also
Ergebnisse von Messungen oder von Schitzungen. Th-
re Kovarianzmatrizen seien durch die Gewichtsmatrix
P; der Koordinaten des Startsystems und durch die Ge-
wichtsmatrix P, der Koordinaten des Zielsystems sowie
durch den Varianzfaktor 0% gegeben

Xs1 Xz1
D( Xs2 ) —_ 0'2P571, D( Xz ) — Ungl. (23]

Die Koordinaten des Startsystems seien unabhidngig von
denen des Zielsystems.

Existieren Koordinaten x,; und x,;, die bei gegebenen
Transformationsparametern die Helmert-Transformation
(2.1) erfiillen, so ist die Transformation unabhingig von
der Transformationsrichtung wegen

X =M 'R'x; — M 'R't fiur ic{l,...,p}, (2.4)

da M und R regulire Matrizen sind und R~! = R’ gilt.

3 Parameterschatzung im
GauB-Helmert-Modell

Wie in der Einleitung erwéhnt, werden die neun
unbekannten Parameter der rdumlichen Helmert-
Transformation (2.1) zunidchst im GauB-Helmert-Modell
geschitzt. Zur besseren Ubersicht wird die Parameter-
schitzung in diesem Modell noch einmal vorgefiihrt. Es
ist dadurch gekennzeichnet, dass allgemeine nichtlineare
Beziehungen zwischen den Beobachtungen und den
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unbekannten Parametern bestehen, siehe zum Beispiel
Wolf (1968, S. 132),
hi(yl +€1/---/yn +enr/31/'”//31/l) = O

ie{l...r}, G.1)

in denen h; allgemeine, differenzierbare Funktionen be-
zeichnen, y; mit j € {1,...,n} die Beobachtungen, e;
ihre Fehler und By mit k € {1,...,u} die unbekannten
Parameter.

Zur Linearisierung von (3.1) werden die perfekten oder
»wahren« Beobachtungen 7; definiert durch

ji=vyj+tej, jed{l,...,n} (3.2)
mit 7; =E(y;) und E(e;) =0. ’
Naherungswerte i/ fiir j; seien gegeben, so dass mit den
Korrektionen ¢; der Néherungswerte gilt

gi="9jo+e, je{l,...,n}. (3.3)
Fir die unbekannten Parameter [3; seien die Ndherungs-
werte 3¢ bekannt, so dass man mit ihren Korrektionen
APy erhilt,

Bk = Bro + ABk , (3.4)

Mit der Taylor-Entwicklung fiir (3.1) an der Stelle der N4-
herungswerte wird linearisiert. Mit Abbruch nach dem li-
nearen Glied erhélt man

hi(]?lw --/yn/ﬁlln ~/ﬁu)
= hi(#10,- -, Fno, B1o, - -

ke{l,...,u}.

. //3110)

ohi | 5 Oh;
+a]71 061++a]7n
oh;
38,

en
0

oh;
OAﬁl +...+ Bu OAﬁu.

Die Differentialquotienten in (3.5) seien wie folgt bezeich-
net

on
9Bk

o

X und

= = Zj; 3.6
) i (3.6)

und in den Matrizen X und Z zusammengefasst

X = (x3) und Z=(z;). (3.7)
Mit den Vektoren
ABy e
B=1| ... |,e=]|...1,
ABy &n
(3.8)
hi(G10, - -+ Jn0, B10s - - - » Buo
7
by (5105 - - - Fn0s B10s - - - » Buo

ergibt sich anstelle von (3.1) das linearisierte Modell

XB+Ze+w=0. (3.9)

Die Kovarianzmatrix des Beobachtungsvektors y mit
y=(y;)und j€{1,...,n} sei durch
D(y) = o’Z (3.10)
gegeben, worin 0% den Varianzfaktor bezeichne und X
eine positiv definite Matrix sei. Die Methode der kleins-
ten Quadrate fordert, dass mit j = (7;), e = (e;) und
mit = E(y) aus (3.2) die gewogene Quadratsumme der
Fehler

—er e

e (3.11)

minimal wird, siehe zum Beispiel Koch (1999, S. 152), wo-
bei die Bedingung gilt, dass das Modell (3.9) erfiillt werde.
In (3.9) muss daher der Fehlervektor & durch den Fehler-
vektor e in (3.11) ersetzt werden. Mit i, = (yjo) erhilt
man aus (3.3)

eE=Y—Y=Y-YyY+y—Y (3.12)
und damit aus (3.2)

e=et+y—7, (3.13)
und schlieBlich anstelle von (3.9)

XB+Ze+w=0 (3.14)
mit

w=Zy—7y,)+m. (3.15)

Durch eine Taylor-Entwicklung erhilt man hierfiir auch
w; =hi(y1,---,Yn, B1o,- -, Buo)- Die quadratische Form
(3.11) ist unter der Restriktion (3.14) zu minimieren. Es
wird daher die Lagrangesche Funktion
w(PB,e) = ie’}:_le—3k’(X[3+Ze+w) (3.16)
! o2 02 '
eingefiihrt, in der —2k/c72 den Vektor der Lagrange-

schen Multiplikatoren bezeichnet. Die Ableitungen der
Lagrangeschen Funktion nach 3 und e zu Null gesetzt

dw(, 2
wéﬁ e) _ —ﬁXlk -0 (3.17)
awgﬁe_' e) _ %z*le — %Z’k =0 (3.18)

ergeben aus (3.18) die Schitzung & von e, also die Resi-
duen zu
e=x7'k. (3.19)
Dieses Ergebnis in (3.14) eingesetzt, fiihrt zusammen mit
(3.17) auf das Normalgleichungssystem fiir die Schitzung
B der unbekannten Parameter 8 und fiir die Schitzung
von k

z7x7 X k -
‘ x/ OHB‘:’ Ow‘. (3.20)
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Die Matrix Z besitze vollen Zeilenrang, so dass ZXZ' po-
sitiv definit ist. Ausserdem besitze X vollen Spaltenrang.
Die Elimination von k aus (3.20) ergibt dann die bekannte
Schitzung B der Parameter B im GauB-Helmert-Modell

B=—-(X'(z£z)'x)"'X'(z£Z2")'w . (3.21)
Fiir den Vektor k erhilt man aus (3.20)
k= (Z2£Z) Y(—w—XB), (3.22)

so dass der Vektor & der Residuen sich aus (3.19) bekannt-
lich zu

A

e=27'(2L7) " Y(~w — Xp) (3.23)
ergibt. Die Beziehungen zwischen dem GauB-Markoff-
Modell und dem gemischten Modell sind bei (Koch 2000a,
S. 49) angegeben.

Um die neun unbekannten Parameter der rdumlichen
Helmert-Transformation (2.1) im GauB-Helmert-Modell
(3.1) zu schitzen, wird (2.1) entsprechend (3.1) dargestellt
durch

hi = t+ RM (x5 + e5;) — (xzi +e;) =0

fur ie{1,...,p}, (5.24)

worin ey die Fehler der rdumlichen Koordinaten des
Punktes i im Startsystem und e,; die Fehler im Zielsys-
tem bedeuten. Entsprechend (3.2) und (3.3) gelte

(3.25)
(3.26)

Xsi = Xsi+esi = Xsi0+ €

Xzi = Xz t+ez = Xzot+ e,
wobei X5 und X,y die Nidherungswerte der »wah-
ren« Koordinaten X,;; und X,; des Start- und Zielsystems
und & sowie é,; ihre Korrektionen bedeuten. Entspre-
chend (3.4) seien fiir die unbekannten Transformations-
parameter Niherungswerte gegeben, folglich

t=t)y+At, a=ay+Aax, m =my+ Am (3.27)
mit
a=|a B,y und m=|myg,my,m . (3.28)

Fir die Linearisierung von (3.24) entsprechend (3.5) wer-
den die Differentialquotienten gebildet

| o o
ot lo " dalo ' omlo !
oh, o,

= el 3.29
83_(51'0 0 O'Bizio ! ( )

worin Ry und M|, die mit den Ndherungswerten der
Transformationsparameter berechneten Matrizen R und
M bedeuten. Fasst man zusammen durch
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X; =|1,B;, Ci
X, At
X=|...|,B=]| Aa |,
X Am
RoM, 0 0 -1 0 0
7 — 0 RoM, 0 0o —1I . 0
0 0 RoMy 0 0 -1
€s1
w1
e w
e = Sp P w = 2
ez .
Wp

w; = RoMo(xs; — Xsip) — (X2 — Xzip)
+to + RoMoXsio — Xzio
=to+ RoMoxsi — Xz = —Y,;,
(3.30)

erhidlt man das linearisierte GauB3-Helmert-Modell (3.14)
fir die Helmert-Transformation der p Punkte mit y, =

(yzi) Zu
XB+Ze—y,=0. (3.31)

Die Kovarianzmatrix o2 X in (3.10) der Beobachtungen x;
und x,; erhilt man wegen (2.3) mit

s _ ‘ Pgl Pgl (3.32)
Setzt man in (3.30)

zZ=|w,-I|, (3.33)
ergibt sich ZXZ’ in (3.20) zu

717 = WP;'W' + Pt (3.34)

Mit diesem Ergebnis und mit (3.31) folgt die Schitzung
B der unbekannten Transformationsparameter 8 nach
(3.21) zu

B=(X'(WP'W + P 1) 1X) 1 x

X' (WPSIW' + P2y, 53

Zum Vergleich mit dem Schitzergebnis des GauB-
Markoff-Modells, das im tibernichsten Abschnitt abzu-
leiten ist, wird die Inverse von WP; 'W’ + P! durch
eine Identitit umgeformt (Koch 2000b, S. 106), und man
erhéalt

A

13 pr—
(X'P,X — X'P,W(W'P,W + P,)"'W'P,X) 1 x
(X'P.y, — X'P,W(W'P,W + Ps)"'W'P.y,).

(3.36)
Mit den Residuen &; = (&) und &, = (&,;), den Schitz-

werten der Fehler eg; und e,; in (3.25) und (3.26), folgt der
Vektor & der Residuen aus (3.23) und (3.31) bis (3.35) zu

e | | Pt oo
““le.| | o pt|”

W z (3.37)
’ T | WPSTW PO (y, — XB)
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oder
es = PIW/ (WPIW + P2l (y, — XB) (3.38)
e, = —P; Y (WP'W' + P71l (y, — XB) . (3.39)

Mit einer weiteren Matrizenidentitat wird (3.38) umge-
formt (Koch 2000a, S. 106) und (3.39) mit der Identitit,
die auf (3.36) fiihrt, so dass schlieBlich erhalten wird

és = (WP,W + P,) '"W'P,(y, — XB) (3.40)
e, = (—{—i—W(W’PZW—f—Ps)*lW’PZ)x (3.41)
(yz - Xﬁ)

Die Schitzwerte 3 der unbekannten neun Transforma-
tionsparameter 3 folgen somit aus (3.35) oder (3.36) und
die Residuen é; der Koordinaten des Startsystems aus
(3.38) oder (3.40) und die Residuen &, der Koordinaten
des Zielsystems aus (3.39) oder (3.41).

4 Unabhangigkeit von der
Transformationsrichtung

Die Schitzwerte 3 der Transformationsparameter und da-
mit auch die Residuen &; und &, sind wegen (3.27) abhin-
gig von den Ndherungswerten fiir die Parameter. Es muss
daher iteriert werden. Fiir B, &; und &, folgt aus (3.40) und
(3.41)

e =XB—y,+Wes (4.1)
oder fiir den Punkt 7 mit (3.30) und (3.33)
e, = X;B + to + RoMoxs; — x5; + RoMoes; - (4.2)

Seien (B)x, (22i)x und (2,); die Schitzwerte und Resi-
duen in der Iteration k sowie (£g); und (RyMy); die mit
den Niherungswerten der Transformationsparameter fiir
die Iteration k berechneten GréBen. Man erhilt dann an-
stelle von (4.2)

Xi(B)k + (to)k + (RoMo ) (xsi + (2si))

= x5 + (&) 43)

Konvergenz des Iterationsverfahrens vorausgesetzt, ge-
hen im Konvergenzpunkt mit k — oo die Schitzwerte
gegen Null
(B)x — 0 (4.4)

und die Abhdngigkeit von den Nidherungswerten ver-
schwindet, so dass aus (4.3) folgt
t+ RM(xsi + ési) =Xy + &y, (4.5)

worin #, R und M mit den Schitzwerten der Transforma-
tionsparameter berechnet werden.

Aufgrund der Forderung (3.11) der Methode der kleins-
ten Quadrate werden die Residuen &; und &, im Konver-
genzpunkt derart bestimmt, dass wegen (3.32)

&' Pses + e, P,e, — min (4.6)

gilt. Ist P; = P, = I, werden die Summen der Quadra-
te der Abstinde der durch x,; und x,; bestimmten Punkte
von den Punkten xg + &;; und x,; + é,; minimiert, die
nach (4.5) wegen (2.1) die Helmert-Transformation erfiil-
len. Es werden also die kiirzesten Abstinde gebildet, so
dass xg; + &5 und x,; + é,; die LotfuBpunkte von x,; und
x,; sind. Die kiirzesten Abstéinde sind unabhéngig von der
Transformationsrichtung. Entsprechend (2.4) ist daher im
Konvergenzpunkt der Iterationen die durch die Methode
der kleinsten Quadrate bestimmte Helmert-Transforma-
tion (4.5) unabhingig von der Transformationsrichtung.
Ist P = P, = P, gilt das Gleiche fiir die durch die Ge-
wichtsmatrix P verallgemeinerten kiirzesten Abstinde.

5 Parameterschatzung im
GauB-Markoff-Modell

Die Koordinaten X; in (3.25) des Punktes i im Startsystem
werden entsprechend (3.2) als »wahre« Beobachtungen in-
terpretiert. Man kann sie im GauB-Helmert-Modell (3.24)
aber auch als unbekannte Parameter ansehen, muss dann
aber ihre Definition (3.25) als zusétzliche Beobachtungs-
gleichung einfiihren. Man erhélt nun anstelle des GauB-
Helmert-Modells (3.24) das GauB-Markoff-Modell durch
(Koch et al. 2000)

t + RMXx,;

Xsi =

Xz + ez
x5 +e; fur ie{l,...,p}. (5.1)

Das GauB-Helmert-Modell (3.24) und das GauB-Markoff-
Modell (5.1) sind dquivalent. In beiden Modellen ergeben
sich identische Parameterschitzungen und Residuen. Um
das zu zeigen, wird zunichst linearisiert. Mit (3.27) wer-
den die Ndherungswerte fiir die neun unbekannten Trans-
formationsparameter eingefiihrt und entsprechend (3.25)
mit

Xsi = Xsip + Axsi (5.2)

die Nidherungswerte X,y von X ; und die unbekannten
Korrektionen Ax,;. Mit den Differentialquotienten ent-
sprechend (3.29)

Mz _ oy 0| _p 0| o
ot lo " dalo ' omlo !
axzi axsi axsi
= R M , = , = = 0’
dxglo 00 9t o dex lo
0xsi 0%
=0, —| =1 5.3
om lo dx; lo (5-3)

ergibt sich das linearisierte Modell mit (3.30) zu
RoMoAxsi + XiB =y, + e
IAx;; = Ysi + s
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mit den Beobachtungen

Y, = Xz —to— RoMoXsio
Y = Xsi— Xsi0 - (5.5)
Mit Ax, = (Axsi)/ y, (yzi)/ Ys (ysi)/ ez =

(eyi), es = (esi), der Matrix W aus (3.33) und der Kova-
rianzmatrix der Beobachtungen aus (2.3) folgen die Be-
obachtungsgleichungen fiir sdmtliche p zu transformie-
renden Punkte mit

W X Axg _ Yy, te;
I 0 B Ystes
rP;too
d D(| Yz |)=0?| "2 5.6
un (‘ : =0 0 Ps_l (5.6)

Die Schitzwerte A% und 3 der unbekannten Parameter
Ax; und 3 erhilt man bekanntlich mit

AR, W'P,W+P, WPX | y
B X'P,W X'P,X
W/PZyZ + PSys
X/szz (57]

Die Schitzwerte sind abhédngig von den Ndherungswer-
ten, so dass iteriert werden muss. Der Vektor X,; tritt in der
Helmert-Transformation (5.1) linear auf, falls die Trans-
formationsparameter gegeben sind. Es kann daher ein be-
liebiger Ndherungswert X;;o in (5.2) gewihlt werden, wo-
bei allerdings die Matrizen X; mit den jeweiligen Schéitz-
werten fiir X,; zu berechnen sind. Es wird

Xsi0 = Xsi (5.8)
gesetzt, so dass aus (5.4) und (5.5) folgt
y,=0 und Ax; =é;. (5.9)

Mit dieser Substitution und der Inversen einer Block-
matrix, siehe zum Beispiel Koch (1999, S. 33), ergeben
sich die Schatzwerte 3 der Transformationsparameter zu

B=(X'P.X-X'P,WWP,W+ Ps) 'WP,X) 1 x
(X'P.y, — X'P,W(W'P,W + P;) 'W'P,y,). (5.10)
Die Residuen &5 der Koordinaten des Startsystems folgen

mit (5.9) durch Substitution von B in dem (5.7) entspre-
chenden Normalgleichungssystem aus

es = (WP,W + Py) 'W'P,(y, — XB) . (5.11)

Die Residuen &, der Koordinaten des Zielsystems ergeben
sich schlieBlich aus (5.6) mit (5.9) und (5.11) zu

e, = (—I1+W(W'P,W + P;)"'W'P,) x

(yz - XB) .
Die hier im GauB3-Markoff-Modell erhaltenen Schitzwer-
te B aus (5.10) und die Residuen &; und &, aus (5.11) und

(5.12) stimmen mit den im GauB-Helmert-Modell gewon-
nenen Ergebnissen (3.36), (3.40) und (3.41) iiberein.

(5.12)
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6 Schlussfolgerungen

Werden mit der Methode der kleinsten Quadrate die un-
bekannten Parameter von Koordinatentransformationen,
zum Beispiel der raumlichen Helmert-Transformation ge-
schitzt, sind die Ergebnisse unabhédngig von der Trans-
formationsrichtung, sofern die Koordinaten des Start-
und des Zielsystems als Zufallsvariable mit identischen
Kovarianzmatrizen behandelt werden. Die Auswertun-
gen konnen im GauB-Helmert-Modell oder nach Ein-
fiihrung zusétzlicher unbekannter Parameter im GauB-
Markoff-Modell erfolgen, die Ergebnisse sind identisch.
Wie bereits in der Einleitung erwdhnt, kann ndmlich
die Beweisfithrung, die hier am Beispiel der riumlichen
Helmert-Transformation vorgenommen wurde, auf belie-
bige Transformationen, die umkehrbar sind, {ibertragen
werden.
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