Wilhelm Caspary, Kinematische Messmethoden

Fachbeitrage

Von statischen zu kinematischen Messverfahren

Die terrestrischen Vermessungsverfahren haben sich in
den vergangenen 25 Jahren stark verdndert. Der Rationa-
lisierungsdruck hat bei der klassischen statischen Punkt-
bestimmung durch den Einsatz von motorisierten Tachy-
metern und Satellitenmethoden zu vollig neuen Ar-
beitsabldufen gefiihrt. Ein groBer zusitzlicher Bedarf an
Geodaten ist durch das Aufkommen der Geoinforma-
tionssysteme entstanden. Um diesen Bedarf effizient be-
friedigen zu konnen, sind neue Messverfahren entwickelt
worden. Zum Aufbau von Datenbanken der Verkehrs-
infrastruktur durch Datenerfassung im Feld haben sich
kinematische Messverfahren als besonders geeignet er-
wiesen.

Die Anfange dieser kinematischen Verfahren liegen
etwa 30 Jahre zuriick, als man in den USA und Kanada
begann, inertiale Navigationssysteme zum Aufbau von
Festpunktfeldern einzusetzen. Diese Nutzung der Iner-
tialtechnologie war jedoch nur von kurzer Dauer, denn
seitdem das Global Positioning System (GPS) nutzbar ist,
steht ein wesentlich genaueres und effizienteres Verfah-
ren der Positionsbestimmung zur Verfiigung.

Als weiteres Einsatzgebiet der Inertialtechnologie wur-
de die kinematische Aufmessung von Strafen- und Schie-
nennetzen erprobt. Die Fehlercharakteristik der Inertial-
systeme setzte dieser Anwendung jedoch enge Grenzen.
Auch hier fiihrte das GPS eine Wende herbei. Die Ent-
wicklung der Auswertemethoden eréffnete ndmlich rasch
die Moglichkeit, GPS auch fiir kinematische Messungen
einzusetzen. Allerdings werden die Satelliten durch Ge-
bdude, Wilder und andere Hindernisse abgeschattet, so
dass sie nicht uneingeschrankt verfiighar sind.

Als geradezu ideal fiir kinematische Vermessungen hat
sich die Integration von GPS und Inertialsystem erwie-
sen. Das ungiinstige Driftverhalten der inertialen Senso-
ren wird durch GPS-Positionen wirkungsvoll kontrolliert,

Kinematische Messmethoden

Wilhelm Caspary

Zusammenfassung

Die Nutzung der modernen Hochtechnologie in der geodati-
schen Messtechnik hat zu neuen Messsystemen und Messme-
thoden gefiihrt. Dabei ist ein ausgepragter Trend zu kinema-
tischen Messverfahren festzustellen.

Messverfahren werden als kinematisch bezeichnet, wenn die
Erfassung der Bewegung eines Objektes mittelbar oder un-
mittelbar zu dem gesuchten Messergebnis flihrt. Die mathe-

und das Inertialsystem kann Liicken im GPS-Empfang
von einigen Minuten Dauer gut {iberbriicken. Durch Hin-
zunahme weiterer Sensoren wie Odometer und Barometer
entstanden Multisensorsysteme, die die Bahnen im Raum
(Trajektorie), entlang der sie gefiihrt werden, mit hoher
Genauigkeit digitalisieren. Wird ein mit solch einem
Multisensorsystem ausgestattetes Fahrzeug zuséatzlich
mit Kameras und Scannern bestiickt, so entsteht ein mul-
tifunktionales Messfahrzeug, mit dem der Fahrweg und
alle Objekte in einem Korridor von ca. 50 m Breite erfasst
werden konnen. Bei reduzierten Genauigkeitsanforde-
rungen kann das aufwindige Inertialsystem durch ein
einfaches Koppelsystem ersetzt werden, das die Signale
von low-cost Drehraten- und Weggebern verarbeitet.

Um 1991 waren die ersten kinematischen Messsysteme
dieser Art in den USA und Kanada einsatzfahig. Unter der
Bezeichnung »Mobile Mapping System« haben sie sich
inzwischen fiir die messtechnische Erfassung von Trassen
und trassennahen Objekten bewihrt.

Mit geringer zeitlicher Verzégerung begann in Europa
die Entwicklung vergleichbarer Messsysteme. Eine der
ersten Arbeitsgruppen, die sich mit dieser neuen Techno-
logie beschiftigt haben, ist die Arbeitsgruppe integrierte
kinematische Vermessung (ikV), die im Institut fiir Geo-
désie der Universitdt der Bundeswehr Miinchen beheima-
tet ist. Das Ergebnis ihrer nahezu zehnjihrigen Entwick-
lungsarbeit sind die beiden Messfahrzeuge KiSS® und
MOoSES, die sich in zahlreichen Praxiseinsédtzen bereits
bewihrt haben.

In einer Serie von Beitrdgen wird iiber die Grundlagen
und Einsatzméglichkeiten kinematischer Messverfahren,
iiber die technische Realisierung und die umfangreichen
Erfahrungen von den Mitgliedern der Arbeitsgruppe ikV
berichtet werden
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matische Beschreibung der Bewegung bzw. des Zustands
eines bewegten Objektes kann in verschiedenen Koordinaten-
systemen erfolgen. Dabei wird kein Bezug zu verursachenden
Kraften hergestellt sondern die Bewegung nur als zeitliche
Anderung des Zustands modelliert.

In Abhéngigkeit von der Rolle, die das kinematische Objekt im
Messverfahren spielt, kénnen drei Gruppen unterschieden
werden:
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m Das Messergebnis ist der momentane Zustand bzw. die
Bahn des bewegten Objekts. Typische Objekte sind Flug-
kérper, Landfahrzeuge, Schiffe, schwere Maschinen und
Roboter. Die Messungen werden entweder vom Objekt aus
zu Fixpunkten oder anderen kinematischen Objekten be-
kannter Bahn ausgefiihrt. Oder die Messungen erfolgen
mit autonomen Messsystemen, die mitgefiihrt werden,
oder von Festpunkten aus mit zielverfolgenden Messsyste-
men oder bildgebenden Sensoren.

m Das Messergebnis ist die Position statischer Punkte, die
Dimension von Korpern oder die Form von Flachen. Die
Messungen werden entweder zu kinematischen Objekten
durchgefiihrt, deren Bahn genau bekannt ist, oder von
kinematischen Objekten aus, meist mit bildgebenden Sen-
soren oder Scannern, wobei der Zustand des Objektes zum
Messzeitpunkt bekannt oder rekonstruierbar sein muss.

m Das Messergebnis sind reversible oder irreversible Defor-
mationen kiinstlicher oder natiirlicher Objekte. Bei lang-
sam ablaufenden Deformationen kénnen konventionelle
statische Messverfahren eingesetzt werden. Die Beobach-
tung von Schwingungen erfolgt durch kinematische Mes-
sungen von Festpunkten aus oder durch am Objekt ange-
brachte Sensoren.

Summary
Recent developments in high technology have led to novel
surveying instruments and systems enabling new methods of
measurement. Thereby a distinct trend toward kinematic
methods can be recognized.
Methods of measurement are termed kinematic when the
capture of motion of an object leads directly or indirectly to
the wanted measuring result. The mathematical description of
the motion or the state of a kinematic object can be based on
different coordinate systems. This is done without reference to
the forces which cause the motion. According to the role the
moving body plays, when the measurements are executed, one
can identify three different kinematic methods.

m The measuring result is the instantaneous state or the path
of the moving object. Typical objects are space- and air-
craft, land vehicles, ships, heavy machines and robots. The
measurements are either performed from the moving body
to fixed points or to other kinematic objects with known
paths, or the observations are taken with autonomous
sensors aboard the objects or with tracking instruments or
cameras from control points.

m The measuring result is the position of static points, the
shape of objects or of surfaces. The observations are either
executed to kinematic objects with exactly known paths or
from moving bodies with cameras and scanners. In the
latter case, the state of the body at the instant of measure-
ment must be known or restorable.

m The measuring results are resilient or lasting deformations
of man-made or natural objects. Slow deformations can
be measured by conventional static methods. But for the
measurement of oscillations kinematic methods are re-
quired either from fixed points or by use of sensors installed
on the object.
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1 Einfiihrung

Die Weiterentwicklungen in der Sensorik, der Mikro- und
Optoelektronik sowie in der Prozessor-, Mikromotor- und
Telekommunikationstechnik der letzten Jahrzehnte ha-
ben unser berufliches und privates Umfeld tiefgreifend
verdandert. Auch im Vermessungswesen haben diese Ent-
wicklungen tiefe Spuren hinterlassen und sie gehen allem
Anschein nach mit unvermindertem Tempo weiter, so
dass das Schritthalten bei ihrer Nutzung eine stindige
Herausforderung ist.

Die klassischen optisch-mechanischen Prizisionsin-
strumente fiir die Messung von Winkeln, Strecken und
Hohenunterschieden sind weitgehend ersetzt worden
durch automatisierte Instrumente, die nach dem Aufstel-
len und Zentrieren alle weiteren Funktionen selbsttéitig
ausfiihren und die Messergebnisse im Speicher ablegen.
Sie konnen mit der Gegenstation interagieren und durch
eine interne Uhr oder ein externes Signal zur Durchfiih-
rung von Messungen aktiviert werden. Ferner sind véllig
neue Messsysteme entstanden, die auf Knopfdruck Be-
obachtungen ausfiihren, die Auswertung vornehmen und
die Ergebnisse in Echtzeit verfiighar machen, sowie
Messverfahren entwickelt worden, die das automatische
Verfolgen von Objekten, das Navigieren von schweren
Maschinen und das programmgesteuerte Abtasten von
Objektflachen ermoglichen.

Diese Beispiele verdeutlichen die enorme Weiterent-
wicklung der geodétischen Messtechnik, deren Einsatz
sich in einigen Bereichen sehr vereinfacht hat, in anderen
aber hochste Anforderungen an den Ingenieur stellt. Als
wesentliche Entwicklungslinien sind folgende Trends zu
erkennen:

m Die Bedienung der Instrumente erfolgt nicht mehr ma-
nuell sondern durch programmgesteuerte Motoren.
m Die menschlichen Sinne werden durch elektronische

Sensoren ersetzt.

m Prozesse werden nicht mehr in weitabstdndigen Epo-
chen sondern kontinuierlich beobachtet.

m Messung, Auswertung und Darstellung verschmelzen
zu Echtzeitverfahren.

m Kinematische Messverfahren treten an die Stelle klas-
sischer statischer Verfahren.

Diese Liste stellt keinen Anspruch auf Vollstindigkeit,
aber sie zeigt sehr deutlich, wie stark die moderne Hoch-
technologie das Messen verdndert hat. Die folgenden
Ausfithrungen konzentrieren sich auf den letztgenannten
Trend und sind der Versuch, eine Definition und Klassifi-
zierung kinematischer Messverfahren zu entwickeln.

2 Kinematik

Kinematik ist der Teil der Technischen Mechanik, in dem
die Bewegung von Objekten mathematisch beschrieben
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wird, ohne dass ein Bezug zu den Kriften hergestellt
wird, die die Bewegung verursachen.

Bewegungen werden durch die kinematischen GréBen
Translation und Rotation sowie deren zeitliche Ableitun-
gen mathematisch modelliert und zwar relativ zu einem
Bezugskorper bzw. Bezugssystem, von dem aus sie be-
obachtet und gemessen werden. Von einem sich selbst
bewegenden Bezugskdrper aus kénnen naturgeméfB nur
relative Objektbewegungen beobachtet werden. Die Er-
fassung absoluter Bewegungen ist nur von einem, im
Sinne des Newtonschen Triagheitsgesetzes inertialen Be-
zugssystem aus moglich, das aber praktisch nicht ver-
fligbar ist. Fiir die geodatischen Messverfahren, die im
Folgenden behandelt werden, spielen ausschlieBlich Be-
wegungen relativ zum Erdkorper eine Rolle. Zu ihrer Mo-
dellierung werden erdfeste Bezugssysteme eingefiihrt, die
als ruhend betrachtet werden diirfen, solange die Erdbe-
wegungen ohne Interesse sind.

2.1 Kinematik eines Massenpunktes

Als Massenpunkt bezeichnet man einen Korper, dessen
Ausdehnung bei der Modellierung seiner Bewegung ver-
nachldssigbar ist und dessen Rotation nicht interessiert.
Er kann wie ein mathematischer Punkt, in dem die Mas-
se konzentriert ist, betrachtet werden. Der Zustand eines
Punktes, der eine allgemeine Bewegung im Raum aus-
fiithrt, wird durch seine momentane Position, Geschwin-
digkeit und Beschleunigung parametrisiert. Zur Beschrei-
bung der Bewegung miissen diese GréBen als Funktionen
der Zeit formuliert werden. Die Bahn, auf der sich der
Punkt im Raum bewegt, ist durch die Folge der Positio-
nen gegeben.

Fir die Modellierung der Bewegung gibt es ver-
schiedene Moglichkeiten. Welche davon fiir eine prak-
tische Anwendung am besten geeignet ist, hingt von
der Art der Bewegung und von den verfiigharen Mess-
groBen ab.

2.2 Kartesische Koordinaten

In einem kartesischen Bezugssystem wird die Position des
Punktes durch den Ortsvektor r(t) angegeben, der mit
Hilfe der Einheitsvektoren i, j, k in seine Komponenten in
Richtung der x-, y- und z-Achse zerlegt werden kann

r(t)=x(t)-i+y(t) - j+z(t) R (1)
Aus zwei benachbarten Positionen P, und P,, die zu den
Zeitpunkten t und ¢+ At gehoren, erhdlt man durch den
Grenziibergang P, — P; bzw. At — 0 die Geschwindigkeit
in P;, d.h. zum Zeitpunkt ¢, vgl. Abb. 1.

o(t) =dr/dt =#(t) =i (t)-i+9(t) j+7(t) k. 2)

Abb. 1: Kartesisches Bezugssystem fiir die Bewegung eines
Massenpunktes

Die Richtung der Geschwindigkeit liegt in der Bahntan-
gente in P, und ihr Betrag folgt aus

vV=i'+y +7°. (3)

Da 1, j und k raumfeste Einheitsvektoren sind, deren Ab-
leitungen nach der Zeit verschwinden, erhilt man fiir den
Beschleunigungsvektor ebenfalls die einfache Kompo-
nentendarstellung

a(t)=dv/dt =#(t) =J(t)-i+3(t)- j+Z(t) - k (4)
und den Betrag aus

=P+ +7. (5)
Der Beschleunigungsvektor liegt in der Schmiegeebene
der Bahn in P,. Seine Richtung kann durch je eine Kom-

ponente in tangentialer und radialer Richtung dargestellt
werden.

2.3 Polarkoordinaten

Die Distanz r, der Horizontalwinkel 6 und der H6henwin-
kel @ treten bei geoditischen Aufgaben haufig als Mess-
groBen auf. Fir die Modellierung der Punktbewegung
bieten sich dann Polarkoordinaten bzw. sphérische Koor-

Abb. 2: Bewegung eines Punktes in Polarkoordinaten
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dinaten an. Dazu werden die Einheitsvektoren p in Rich-
tung des Ortsvektors 7, B in der x, y-Ebene senkrecht auf
R und ain der r, z-Ebene senkrecht auf r eingefiihrt.

Da diese Einheitsvektoren nicht raumfest sind, miissen
fiir die Berechnung von Geschwindigkeit und Beschleu-
nigung in Polarkoordinaten ihre Ableitungen beriicksich-
tigt werden. Mit den Bezeichnungen in Abb. 2 erhilt
man:

v=v -p+v, Bt+v, &
rp Gﬁ ¢ (6]

a=a,-p+a,- e, o
In dieser Komponentendarstellung bedeuten

v, =7T,0, = Récosd),vq, = rd)
a, =¥ —r¢> — 16’ cos’ ¢

a, =ﬂi(r29}—2r9¢sin¢ (7)
rodt

1d 2 .
a, =——(r"¢)+r0° sin¢coso.
¢ rdt( ¢) 0

Die Umrechnung in ein raumfestes kartesisches Bezugs-
system kann mit den Beziehungen (8) erfolgen.

p=cospcosO-i+cospsind-j+sing-k
o =—sindcosO-i+sindcosO-j+cosg-k (8)
B=-sin6-i+cosb-j

2.4 Zylinderkoordinaten

Wenn die Bahn des Punktes in der Nahe einer Horizontal-
ebene bleibt, kann es zweckmiBig sein, statt der sphéri-
schen Koordinaten Zylinderkoordinaten zu verwenden.
Diese einfachere Darstellung kommt der gewohnten
Trennung von Lage- und Hohenbestimmung nahe. Zur
Modellierung werden die Einheitsvektoren fund p in
der x, y-Ebene benutzt und & fiir Vertikalbewegungen in
z-Richtung. Der neue Einheitsvektor p weist in Verldn-
gerung von R.

Fiir den Ortsvektor gilt nun

r=R-p+z-k. 9)

Durch Ableitungen nach der Zeit folgen daraus der Ge-
schwindigkeits- und Beschleunigungsvektor

v=F=R-p+R-p+i-k
=R-p+RO-B+i-k (10)
a=v=(R-R6)-p+(RO+2R0)-B+7 k.
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2.5 Natirliche Koordinaten

Zur Beschreibung der Bewegung eines Punktes auf einer
rdaumlichen Bahn kénnen drei orthogonale Einheitsvek-
toren eingefiihrt werden, deren Ursprung die momentane
Position des Punktes ist. Dieses sogenannte begleitende
Dreibein wird so ausgerichtet, dass ein Vektor in Rich-
tung der Tangente liegt (7) und der zweite auf den Kriim-
mungsmittelpunkt zeigt (Normalenvektor v). Diese bilden
die Schmiegeebene in P, auf der der dritte Vektor senk-
recht steht (Binormalenvektor ).

Die Position des Punktes wird zweckmiBig durch den zu-
riickgelegten Weg s beschrieben, der sich auf einen belie-
bigen Ausgangspunkt beziehen kann. Die drei Einheits-
vektoren sind Funktionen von s und stehen mit dem
Ortsvektor r in folgender Beziehung:

_dr

dt
T=—,0=p—,U=TXD , (11)
ds

ds’
in der p der Krimmungsradius in P ist.
Fiir die Geschwindigkeit gilt der einfache Ausdruck

=0,v,=0
(12)

Die Beschleunigung erhdlt man als Ableitung der Ge-
schwindigkeit nach der Zeit zu
_dv_di| . dT l*

=—-= T+—\=a-7+= 0
dt  dt dt P)

mit (13)

2.6 Kinematik des starren Korpers

Ein starrer Korper ist dadurch gekennzeichnet, dass der
Abstand zwischen beliebigen Punkten des Korpers un-
verdnderlich ist. Es geniigt drei nicht auf einer Geraden
liegende Punkte zu beobachten, um den Bewegungszu-
stand des Korpers zu erfassen. Allerdings besitzt der Kor-
per lediglich sechs Freiheitsgerade, da seine Bewegungen
durch drei Translationen und drei Rotationen vollstindig
modelliert werden konnen. Sechs geeignet gewdihlte
MessgroBen reichen daher zur Zustandsermittlung aus.
Die Koordinatensysteme, die zur Darstellung der Be-
wegung eines Massenpunktes geeignet sind, kénnen
auch flr Starrkérper benutzt werden. Am Beispiel karte-
sischer Koordinatensysteme wird die Vorgehensweise im
Folgenden erldutert. Zur Festlegung von Positionen auf
dem Objekt wird ein korperfestes Bezugssystem &, 1, ¢
eingefithrt. Der Ursprung und die Orientierung des Sys-
tems konnen frei gewihlt werden. Aus praktischen Griin-
den werden sie oft mit dem Schwerpunkt und den Haupt-
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tragheitsachsen des Korpers zur Deckung gebracht. Bei
Fahrzeugen, die ein Messsystem tragen, kann der Ur-
sprung ins Zentrum des Messsystems gelegt werden und
fiir die Achsen bieten sich die Richtungen der Langs-,
Quer- und Hochachse des Fahrzeuges an. Ein Beobachter
im &, n, {-System nimmt keine Bewegungen von korper-
festen Punkten wahr.

Als ruhendes Bezugssystem zur Beschreibung der
Objektbewegungen wird ein kartesisches x, y, z-System
gewdhlt. Die Bewegungen eines Punktes P des Korpers
beziiglich des x, y, z-Systems konnen durch eine Trans-
lation des Ursprungs 0 des &, 1, {-Systems und eine Rota-
tion um eine momentane Drehachse durch 0 beschrieben
werden. Fiir die momentane Position erhilt man somit
r(t)=R@)+p(t). (14a)
Der Ortsvektor p ist im &, 7, {-System konstant. Seine Ro-
tation beziiglich des x, y, z-Systems wird durch die zeit-
variable Drehmatrix D(t) beschrieben.
p)=D(t)p . (14b)
Mit den Bezeichnungen der Abb. 3 gilt fiir die Winkelge-
schwindigkeit

o(t)=e(t)|o(t)], (15)
wobei e(t) der zeitabhingige Einheitsvektor in Richtung

der Drehachse ist. Daraus folgt die Rotationsgeschwin-
digkeit von P

v, =p=0Xxp, (16a)
die zusammen mit der Translationsgeschwindigkeit
v, =R (16h)

die Geschwindigkeit von P beziiglich des x, y, z-Systems
ergibt:

v,=Ff=R+p=R+elaxp. (17)

Die Ableitung von (17) nach der Zeit liefert die Beschleu-
nigung des Punktes P

a,=v,=7%=R+(é|o|+e|d))xp+e|o’ x(exp). (18)

Die hier gewéhlte Darstellung in kartesischen Koordina-
ten ist nicht immer gilinstig. In der Praxis wird das Be-
zugssystem in Abhéngigkeit von der Art der Bewegung
und den verfligharen MessgroBen festgelegt. Die dann
giiltigen Bewegungsgleichungen werden nach denselben
Regeln entwickelt und sind in Lehrbiichern gut doku-
mentiert.

z
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Abb. 3: Bewegungen eines starren Kdrpers in kartesischen
Bezugssystemen

2.7 Relativbewegungen

Fiihrt der Punkt P im &, 1, {-System Bewegungen aus, so
addieren sich diese zu den oben modellierten Bewegun-
gen des starren Korpers, die in diesem Zusammenhang
als Fiihrungsbewegungen bezeichnet werden. Fiir einen
Beobachter im & 1, {-System erscheint die Bewegung
von P als Anderung des Ortsvektors p, siehe Abb. 3. Die-
se wird durch die Relativgeschwindigkeit

dp
YR =g

= (19)

ausgedriickt, die im korperfesten Bezugssystem gilt. Die
Gesamtgeschwindigkeit des Punktes im ruhenden x, y, z-
System lautet

v,=R+p+p =R+oxp+p. (20)

Die Ableitung von vp fiihrt auf die Beschleunigung des
Punktes

a,=R+axp+ox(oxp+p +v,)+v), (21)

in der alle GréBen als Vektoren geschrieben sind. Durch
einfaches Umordnen findet man die gelaufigere Form

a,=(R+odxp+ox(@xp))+20xv, + 1,
=a,+a.+ag,,

in der die Gesamtbeschleunigung in Fiithrungs-, Coriolis-
und Relativbeschleunigung zerlegt ist.

3 Kinematik in der Geodasie

Bei geodétischen Messmethoden spielen Korper, die sich
im Raum oder auf der Erde bewegen, eine immer grofere
Rolle. Sie treten als zu beobachtende Objekte auf, deren
Bewegungen studiert oder deren Bahnen messtechnisch
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erfasst werden. Sie werden als Zielpunkte fiir die Posi-
tionsbestimmung genutzt oder sie tragen Messsysteme
zur Beobachtung oder Positionierung anderer meist stati-
scher Objekte.

Die Modellierung der Objektbewegungen als Grund-
lage kinematischer Messmethoden erfolgt, wie gezeigt
wurde, mit Hilfe von Translationen, Rotationen und de-
ren zeitliche Anderungen bis zur zweiten Ordnung. Alle
Parameter sind Funktionen der Zeit und folglich in einem
Raum-Zeit-Bezugssystem zu definieren. Zu den klassi-
schen geometrischen Beobachtungsgrofen tritt daher die
Zeit, die in der Astronomie und Navigation schon immer
eine wesentliche Rolle gespielt hat, die in der Vermes-
sungstechnik jedoch relativ neu ist, wenn man von der
Laufzeitmessung von Signalen bei der elektromagneti-
schen Distanzmessung absieht.

Die genaue Zeit wird bei kinematischen Messverfahren
bendétigt, um den Moment der Giiltigkeit der anderen
Messwerte zu registrieren. Da jedes Sensorsystem durch
eine interne Uhr gesteuert wird, besteht die Aufgabe da-
rin, diese Uhren zu synchronisieren. Dies kann bei eini-
gen Systemen durch Einspeisung eines Zeitsignals, z.B.
des PPS-Signals des GPS geschehen. Alle Messsignale
beziehen sich dann auf dieselbe Zeitskala. Bei Sensoren,
die dies nicht erlauben, werden alle Messwerte mit einem
Zeitstempel versehen. Die Synchronisation wird dann in-
direkt bei der gemeinsamen Verarbeitung der Daten
durchgefiihrt.

Kinematische Messsysteme enthalten meist mehrere
unterschiedliche Sensoren und weisen einen hohen Auto-
matisierungsgrad auf. Ihre Entwicklung ist erst durch die
eingangs erwihnten groBen Fortschritte bei der Miniatu-
risierung, Genauigkeitssteigerung und Frequenzerh6hung
von Sensoren, Prozessoren, Motoren und Oszillatoren
moglich geworden. Sie geben dem Vermessungsingenieur
die Moglichkeit, viele seiner traditionellen Aufgaben
schneller und wirtschaftlicher zu erledigen und sie verset-
zen ihn in die Lage, die Anforderungen auf neuen Gebie-
ten zu erfiillen, in denen konventionelle Messungen aus
Zeit- und Kostengriinden nicht in Betracht kommen.
Kennzeichnend fiir die kinematische Vermessung ist, und
das unterscheidet sie von der Ortung im Bereich der Na-
vigation, dass die Ergebnisse nicht in Echtzeit benétigt
werden. Deshalb kénnen bei der Auswertung der Messun-
gen komplexe Methoden der digitalen Signalbearbeitung
und der statistischen Parameterschitzung eingesetzt wer-
den, die teils parallel und teils iterativ ablaufen und eine
Qualititskontrolle einschlieBen.

Im Grenzbereich zwischen Navigation und kinemati-
scher Vermessung liegen Aufgaben der Maschinensteue-
rung. Wegen der in aller Regel geringen Bewegungsge-
schwindigkeit ist fiir die Messungen eine niedrige Fre-
quenz ausreichend, und so steht geniigend Zeit fiir die
Ermittlung des Zustands und der StellgroBen zur Verfii-
gung.

Wenn die Beobachtung von Punktbewegungen und
Objektverformungen, die eine Zustandsbeschreibung in
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einem Raum-Zeit Bezugssystem ermoglichen, das Kenn-
zeichnende fiir kinematische Messmethoden ist, so ge-
horen entgegen dem iiblichen Sprachgebrauch auch De-
formationsmessungen dazu. Bei den auf diesem Gebiet
typischen langsamen Bewegungen spielt die Zeit als
Messgrofe eine untergeordnete Rolle, so dass man die
Messverfahren berechtigterweise nicht als kinematisch
bezeichnen wird. Allerdings erfolgt die Modellierung der
Deformation auf der Basis mehrerer Messepochen haufig
in kinematischen Modellen im Sinne der eingangs defi-
nierten Kinematik.

Etwas anders verhilt es sich, wenn die Punkt- bzw. Ob-
jektbewegungen zyklisch sind und die Frequenz eine ge-
wisse Schwelle tiberschreitet. Mit klassischen geoditischen
Messmethoden sind solche Schwingungen nicht mehr er-
fassbar. Es miissen dann spezielle Messgerite bzw. Senso-
ren eingesetzt werden, die Signale oder Zeitreihen liefern,
wie sie bei kinematischen Messsystemen typisch sind.

Grundlegende Betrachtungen zur Definition und Ab-
grenzung kinematischer Messverfahren und der dabei
eingesetzten Sensorik findet man u. a. in Petzoldt (1996),
Monicke (1996) und Schwarz (1996).

4 Die Beobachtung sich bewegender Objekte

Das mathematische Modell der Bewegung eines starren
Korpers, wie in 2.6 behandelt, besitzt sechs Freiheits-
grade, die durch drei Translationen und drei Rotationen
parametrisiert werden konnen. Diese Parameter sind
Funktionen der Zeit und liefern tber ihre Ableitungen
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen. Die Modellie-
rung der Bewegung mit analytischen Funktionen setzt
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Transponder Strecke
Radionavig. | ™ | Zett
/ Sender Messbild ;
Kinematische Laserranger Streckendifferenz
Objekte 41
Flugkérper
gimif;:hrzeuge Autonome Beschleunigung
Richtungs-
Maschinen / <) Messsyteme énderungg
e Inertialsyst. | ™= | Geschwindigkeit
Inklinometer Richtung /
I Odometer Lagewinkel
Barometer Weginkrement
Position 4.2 Luftdruck
Lagewinkel
Geschwindigkeit \ i
Beschleunigung Fixpunkte
Richtung
Trajektorie I:gzl};?;itkeerr mmmp | Strecke
Bahn / Orbit pr—— Messbild
Empfénger
43

Abb. 4: Bestimmung der Bewegungsparameter und der
Bahn kinematischer Objekte
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die Kenntnis der wirksamen Krifte voraus und ist Gegen-
stand der Kinetik. Bei der kinematischen Vermessung
wird der Bewegungszustand zu diskreten Zeitpunkten
ermittelt. Die dabei gewéahlte Messfrequenz wird so auf
die Geschwindigkeit des Objektes abgestimmt, dass Zwi-
schenzustinde einfach interpoliert werden kénnen. Sie
kann zwischen mehreren hundert Hertz und wenigen
Messungen pro Jahr liegen. Die Verbindung der diskreten
Zustinde im Raum-Zeit Bezugssystem ergibt die Bahn
des Objekts. Bei Landfahrzeugen und Flugkorpern ist
dafiir auch die Bezeichnung Trajektorie {iblich, wihrend
man bei Umlaufbahnen z.B. von Satelliten, von Orbit
spricht.

Abbildung 4 gibt einen Uberblick iiber die kinemati-
schen Objekte und die Parameter der Bewegungsmodelle.
Im mittleren Teil stehen die Methoden, Sensoren und Sys-
teme mit denen die Objekte beobachtet werden, und im
rechten Teil sind die zugehorigen Observablen angegeben.

4.1 Die Beobachtung externer Referenzobjekte zur
Positionsbestimmung

In der Seefahrt war die Beobachtung von Sonne und
Sternen sowie die Mitfithrung genauer Uhren bis in die
Neuzeit die einzige Mdglichkeit, die Position eines Schif-
fes auf hoher See zu bestimmen. Heute sind es meist Sa-
telliten, zu denen Messungen durchgefiihrt werden. Dies
setzt allerdings freie Sicht zu den Satelliten voraus, was
auf See ebenso wenig ein Problem darstellt wie z.B. in
der Landwirtschaft. Wahrend fiir die Seeschiffpositionie-
rung einfache Codeempfinger eingesetzt werden kénnen,
erfordert die prizise Farmarbeit mit schweren landwirt-
schaftlichen Maschinen, vor allem wenn sie voll automa-
tisiert ablaufen soll, Phasenmessungen und differenzielle
Auswertemethoden.

Aber auch passive und aktive Fixpunkte werden zur
Bahnbestimmung eingesetzt. Beispiele sind Passpunkte,
die in der Aerophotogrammetrie benutzt werden, um die
duBere Orientierung der Luftbilder zu bestimmen, die
durch die Bewegungsparameter des Flugzeugs zum Zeit-
punkt der Aufnahme gegeben ist. Baken werden bei der
Positionierung von Landfahrzeugen eingesetzt und bei
Schiffen sind es die Sender von Radionavigationssyste-
men oder bei hydrographischen Arbeiten Transponder/
Transducer Systeme. Ahnliche Methoden werden im
Luftverkehr und insbesondere beim Landeanflug ange-
wandt. Allerdings ist auch hier zu beobachten, dass diese
bewihrten Positionierungssysteme vermehrt durch Satel-
litenverfahren ersetzt werden.

4.2 Positionsbestimmung mit autonomen
mitgefiihrten Sensoren

Kreisel und Beschleunigungsmesser sind inertiale Senso-
ren, die auf jede Bewegung mit einem Signal antworten,

aus dem Bewegungsparameter abgeleitet werden kénnen.
Andere autonome Sensoren sind Inklinometer, Kompass,
Wegmesser (Tachometer) und Barometer. Zur Bestim-
mung der Bewegungsparameter ist stets ein Messsystem
mit mehreren Sensoren erforderlich.

Soll z.B. die Position eines Fahrzeugs auf der StraBe
bestimmt werden, wie es bei Navigationsanlagen typisch
ist, so reichen ein Kurskreisel und ein Wegmesser aus, um
die horizontalen Translationskomponenten mit den For-
meln der Koppelnavigation zu bestimmen. Allerdings
fiihrt die ungiinstige Fehlercharakteristik, insbesondere
des Kreisels, sehr schnell zu untolerierbaren Positionsfeh-
lern. Als GegenmaBnahme wird die Position durch Satel-
litenmessungen und Mapmatchingverfahren gestiitzt. Sa-
tellitenmessungen erlauben zur Zeit (SA abgeschaltet) die
Positionierung mit einer Unsicherheit von 5-10 Metern.
Es muss jedoch damit gerechnet werden, dass sie nur
auf 70-809% des StraBennetzes moglich ist, da Bebauung
und Bewaldung die Sicht zu den Satelliten abschatten.
Die Unsicherheit des Mapmatchingverfahrens héngt von
der Genauigkeit des digitalisierten StraBennetzes ab. Sie
diirfte zwischen 10 und 30 Metern liegen (Czommer
2000).

Werden alle sechs Bewegungsparameter benétigt, so
muss ein inertiales Messsystem eingesetzt werden, das
wie ein begleitendes Dreibein nach 2.5 ausgelegt ist. Zur
Bestimmung der Translationen dienen drei orthogonal
angeordnete Beschleunigungsmesser, und die drei Rota-
tionen werden bei modernen Systemen aus den Signalen
von drei optischen Kreiseln abgeleitet. Im Prinzip kann
damit die Trajektorie des Objekts vollstindig bestimmt
werden. In der Praxis zeigt sich jedoch, dass auch hier die
ungilinstige Akkumulation von systematischen Fehlern
nach wenigen Minuten eine Stiitzung erfordert. Hierzu
kénnen Wegmesser und Barometer eingesetzt werden, die
standig Signale zur Verfligung stellen und DGPS-Kode-
messungen, die allerdings den oben genannten Ein-
schrankungen der Verfiigharkeit unterliegen. Mit einem
solchen hybriden Messsystem an Bord eines Fahrzeuges
konnen die Position mit einer Unsicherheit von 30-50 cm
und die Lagewinkel mit 0,005° bestimmt werden. Der
Aufwand, der zur Erreichung dieser Genauigkeit erfor-
derlich ist, ist betrdchtlich. Es miissen dazu hochwertige
Sensoren eingesetzt werden, deren Signale exakt zu syn-
chronisieren sind und die Schitzung der Bewegungs-
parameter muss mit komplexen Auswerteverfahren
durchgefiihrt werden (Caspary et al. 2000).

4.3 Die Beobachtung kinematischer Objekte von
Festpunkten aus

Frithe Methoden der Bahnverfolgung von Festpunkten
aus sind aus der Luftfahrt bekannt. Mit sogenannten
Kinotheodoliten wurde die Trajektorie von Flugzeugen
im Start- und Landflug und von Raketen erfasst. Dazu
wurden mit diesen Instrumenten fotografische Aufnah-

127.)g. 5/2002 zfv | 287



Fachbeitrage

Wilhelm Caspary, Kinematische Messmethoden

men des Flugkdrpers gemacht, zu denen neben dem Zeit-
punkt die Stellung des Horizontal- und des Vertikalkrei-
ses registriert wurde (Mathias 2000).

Auch heute noch werden Objektbewegungen mit Ka-
meras von Festpunkten aus gemessen. Mit Hilfe der Mo-
tografie werden z.B. die Bewegungsabldufe von Sport-
lern und Artisten aufgezeichnet, um die Art und Abfolge
von Bewegungen zu ermitteln und solche einzuiiben, die
besonders asthetisch sind oder zu Hochstleistungen fiih-
ren (Theis 1986). Auch fiir die Kalibrierung der Bewegun-
gen von Robotern und in der Ergonomie haben sich
photogrammetrische Methoden bewéhrt (Baum 1986).

Moderne Verfahren der Bahnbestimmungen werden
beim GPS-Bodensegment eingesetzt. Sie dienen zur pra-
zisen Erfassung der Bahnen der GPS-Satelliten, deren
Parameter, die so genannten Ephemeriden, den Nutzern
des Systems zur Verfiigung gestellt werden und damit
den globalen Bezugsrahmen fiir die GPS-Positionierung
darstellen.

Ein anderes Anwendungsfeld ist die Maschinensteue-
rung. Schwere Maschinen, wie sie im StraBen- und Ei-
senbahnbau, zum Bohren von Tunneln oder fiir Erdarbei-
ten eingesetzt werden, bewegen sich langsam und haben
einen begrenzten Aktionsradius. Um sie mdglichst exakt
nach den Entwurfsdaten zu fithren, muss ihr Bewegungs-
zustand stets verflighar sein. Fiir die Positionsbestim-
mung werden héufig zielverfolgende Tachymeter einge-
setzt, die die Koordinaten von bis zu drei Prismen, die an
der Maschine angebracht sind, bestimmen und drahtlos
an den Fiihrerstand iibermitteln. Bei guter Satelliten-
sichtbarkeit kann die Positionierung auch mit DGPS er-
folgen. Meist ist die Maschine zusitzlich mit Sensoren
ausgestattet, die ihren Roll-, Nick- und Azimutwinkel
messen. Ein solches hybrides Messsystem hat den Vorteil,
dass die Bewegungsparameter mit hoherer Genauigkeit
und Zuverldssigkeit ermittelt werden koénnen (Stempf-
huber et al. 2000, Poltinger 1998).

Auch bei hydrographischen Vermessungen ist eine ki-
nematische Schiffspositionierung durch zielverfolgende
Tachymeter und den Einsatz von RTKDGPS méglich, wie
Czaja et al. (2001) berichten.

5 Die Vermessung statischer Objekte

Die Positionierung von statischen Objekten mit kinemati-
schen Messmethoden im Sinne der hier vorgeschlagenen
Definition ist keinesfalls neu. Sie hat aber in den letzten
Jahrzehnten stark an Bedeutung gewonnen und gehort
heute zu den effizientesten Verfahren der Geodéasie. Ne-
ben der Position kénnen die Geometrie von Objekten,
Oberflichenformen und das Geldnderelief kinematisch
erfasst werden. Einen Uberblick iiber statische Objekte
und ihre geometrische Beschreibung sowie die zur Mes-
sung eingesetzten kinematischen Objekte und die Mess-
groBen bzw. Messbilder gibt die Abbildung 5.
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Abb. 5: Vermessung statischer Objekte mit kinematischen
Methode

5.1 Messungen zu kinematischen Objekten

Die astronomische Positionsbestimmung war bis vor we-
nigen Jahrzehnten die einzige Methode zur Bestimmung
von Koordinaten in einem globalen Bezugsrahmen.
Grundlagen sind Sternkataloge und prizise Richtungs-
und Zeitmessungen zu Fixsternen, die relativ zur Erde
kinematische Objekte sind. Die astronomischen Beobach-
tungen erfordern ein hohes MaB an Sorgfalt, Erfahrung
und Geduld. Sie galten als die anspruchsvollste Anwen-
dung der geoditischen Messtechnik bis sie durch Satelli-
tenverfahren nahezu vollstindig verdringt wurden. De-
ren Anwendung ist heute keine Herausforderung mehr.
Einfach zu bedienende Knopfdruckinstrumente liefern,
wenn erforderlich in Echtzeit, globale Positionen fiir
jedermann. Ublicherweise werden diese Raumverfahren
nicht als kinematisch bezeichnet, obwohl (scheinbar) sich
bewegende Objekte die Grundlage bilden.

5.2 Vermessung von Flugobjekten aus

Wihrend bei den Verfahren des vorigen Abschnitts die
Messoperationen auf den Festpunkten durchgefiihrt wer-
den, befinden sich hier die Sensoren an Bord von Satelli-
ten und Flugzeugen. Bei der Fernerkundung der Erdober-
flache von Satelliten aus, die mit unterschiedlichen bild-
gebenden Sensoren durchgefiihrt wird, ist heute eine
Auflésung im Meterbereich méglich. Mit entsprechender
Genauigkeit konnen Objekte relativ positioniert werden,
sofern sie eindeutig identifizierbar sind und Passpunkte
flir die Georeferenzierung der Scene zur Verfligung ste-
hen. Die Standardanwendung besteht jedoch darin, fla-
chenbezogene, thematische Informationen zu gewinnen,
wobei der Trend zu geometrischen Informationen unver-
kennbar ist, wie neuere Radarsensoren zeigen, mit denen
ein digitales Modell der Erdoberfliche aufgenommen
werden kann. Noch stirker fiir geometrische Informatio-
nen ist die Aerophotogrammetrie ausgelegt. Fiir die Geo-
referenzierung der Luftbilder werden Passpunkte und
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identische Punkte benétigt, auf die nur verzichtet werden
kann, wenn das Messflugzeug mit Sensoren ausgestattet
ist, die die Bewegungsparameter im Moment der Bild-
auslosung (4uBere Orientierung) ausreichend genau er-
mitteln. Durch die Verfahren der Bildmessung und der
analytischen Photogrammetrie werden die identischen
Punkte benachbarter Bilder verkniipft. Dadurch werden
dreidimensionale Positionen und digitale Hohenmodelle
gewonnen. Ein Trend geht heute dahin, die Luftbilder in
Ortofotos umzubilden, aus denen durch Digitalisieren nur
mehr ebene Koordinaten abgeleitet werden. Die Hohen-
information wird von Laserscannern geliefert, die dies
genauer und effizienter leisten. Die duBere Orientierung
der Scanner erfordert Sensoren an Bord des Flugzeuges,
die die sechs Bewegungsparameter mit hoher Genauig-
keit und hoher Frequenz zur Verfiigung stellen.

5.3 Land- und wassergebundene Messfahrzeuge

Mit Multisensorsystemen ausgeriistete Landfahrzeuge zur
Positionierung statischer Objekte existieren etwa seit
1991. Erste Entwicklungen wurden in den USA begonnen
(Novak 1991), denen dann dhnliche in Canada (Schwarz
et al. 1994), Deutschland (Caspary et al. 1995, Aussems/
Benning 1995) und Australien (Leahy/Judd 1998, Kealy
et al. 2001) folgten. Sie werden heute meist als Mobile
Mapping Systeme bezeichnet.

Die Multisensorsysteme bestehen in der Regel aus zwei
Gruppen von Sensoren. Eine Gruppe setzt sich aus GPS-
Empféangern, inertialen Sensoren, Wegmesser, Barometer
und evtl. weiteren Sensoren zusammen. Sie dient dazu,
die sechs Bewegungsparameter des Fahrzeugs mit hoher
Frequenz zu ermitteln. Die Genauigkeit, mit der dies
geschieht, hangt von der Wahl und der Anzahl der Sen-
soren sowie von der Verfiigharkeit der Satelliten ab. Die
Bewegungsparameter definieren die Trajektorie des Fahr-
zeugs, aus der die Geometrie des befahrenen Weges ab-
geleitet werden kann, und sie werden als Elemente der
duBeren Orientierung fiir die Sensoren der zweiten Grup-
pe bendtigt. Diese besteht aus Kameras, die in festen Zeit-
oder Wegabstidnden digitale Messbilder der Umgebung
des Fahrzeugs aufnehmen. Die Kameras sind so angeord-
net, dass der Bereich, in dem sich die interessierenden
statischen Objekte befinden, mindestens von zwei Posi-
tionen aufgenommen wird, so dass eine Stereoauswer-
tung der Messbilder méglich ist. Um die Objekterkennung
zu fordern und zur Dokumentation des befahrenen Korri-
dors wird meist eine Farbvideokamera eingesetzt. Ferner
kénnen zur zweiten Gruppe Laserscanner gehoéren, die
ein digitales Modell der StraBenoberfliche und Licht-
raumprofile von Briicken, Tunneln und anderen Engstel-
len liefern. Vergleichbar ausgestattete Schienenfahrzeuge
kdonnen zur Objektvermessung im Eisenbahnwesen ein-
gesetzt werden.

Bei hydrographischen Vermessungen (Wirth 1997)
geht es meist um die Erfassung der Topographie des

Bodens von Fliissen, Kanélen, Seen und kiistennahen Ge-
wéssern. Verschiedene Arten von Echoloten werden da-
bei eingesetzt, deren genaue duBere Orientierung bei der
Messung bekannt sein muss. Um diese zu erfassen wer-
den die Messschiffe mit einem hybriden Messsystem aus-
gestattet, dessen Komponenten mit denen der oben be-
schriebenen ersten Sensorgruppe von Messfahrzeugen
weitgehend iibereinstimmen.

6 Deformationsmessungen

Wenn man Deformationsmessungen in die Betrachtun-
gen einbezieht, so ist es zweckmaiBig, zwei Arten von De-
formationen zu unterscheiden. Deformation die an Bau-
korpern oder an der Erdoberfliche auftreten, sind lang-
sam ablaufende Bewegungen. In zeitlich weit auseinan-
der liegenden Messepochen wird der aktuelle Zustand mit
Methoden erfasst, die als statisch zu bezeichnen sind. Die
Zeit spielt wegen der Langsamkeit der Objektbewegung
nur eine untergeordnete Rolle. Die Deformationsmodelle,
in denen die Messergebnisse der Epochen verkniipft wer-
den, beschreiben die Objektbewegungen in der Regel als
Funktionen der Zeit. Sie werden dann als kinematische
Modelle bezeichnet (Welsch 1998).

Etwas anders ist die Situation bei Schwingungsbe-
obachtungen an schlanken Baukorpern. Die Geschwin-
digkeit der zyklischen Objektbewegungen hingt von den
Eigenschaften der anregenden Krifte ab und von der
durch Form und Masse des Objekts bestimmten Eigen-
frequenz. Bei hohen Frequenzen und groBen Amplituden
kénnen konventionelle geodatische Messverfahren nicht
mehr eingesetzt werden. Es werden statt dessen Sensoren
mit hoher Messfrequenz benétigt, die meist auf dem Ob-
jekt installiert werden. Die einzelnen Messwerte beno-
tigen dann eine genaue Zeitzuordnung und bilden eine
Zeitreihe, flir die es spezielle Auswertemethoden gibt,
z.B. Heck et al. (1996).
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M t
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Abb. 6: Bestimmung von Deformationen
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In Abbildung 6 sind die Deformationsmessungen nach
derselben Systematik gegliedert, die fiir die Abbildun-
gen 4 und 5 entwickelt wurde. Es zeigt sich, dass hin-
sichtlich der Messanordnungen, der Sensoren und der
Beobachtungsgrofen groBe Ahnlichkeiten bestehen. Der
wesentliche Unterschied ist darin zu sehen, dass die sich
bewegenden Objekte (Punkte) einen sehr begrenzten Be-
wegungsradius besitzen und die Geschwindigkeit meist
auBerst gering ist.

7 Schlussbetrachtung

Der Begriff kinematische Messverfahren tritt in jlingster

Zeit in der geodidtischen Literatur vermehrt auf, ohne

dass es bisher eine anerkannte Definition dieses Begriffs

gibt. Die namensgebende Kinematik ist dagegen als Teil
der Technischen Mechanik inhaltlich genau umrissen. Sie
befasst sich mit der mathematischen Beschreibung der

Bewegungen von Punkten und Starrkérpern in Raum-

Zeit Bezugssystemen, wobei die verursachenden Krifte

unberiicksichtigt bleiben.

Eine genaue Betrachtung moderner Messverfahren
fiihrt zu der Erkenntnis, dass viele davon Elemente ent-
halten, die der Kinematik zu zuordnen sind. Sei es, dass
die Bewegung von Punkten oder Objekten erfasst wird,
dass Messungen zur Positionierung des Standpunktes zu
bewegten Objekten durchgefiihrt werden, deren Bewe-
gungsparameter bekannt sind oder dass das beobachten-
de System auf einem bewegten Objekt installiert ist. Al-
len diesen Elementen ist gemeinsam, dass sich bewegen-
de Punkte oder Kérper eine Rolle spielen, deren Raum-
Zeit Verhalten Gegenstand der Kinematik ist. Gleichwohl
werden im heutigen Sprachgebrauch nur einige der be-
schriebenen Verfahren als kinematisch bezeichnet. Dies
scheint im wesentlichen zwei Griinde zu haben:

m Klassische Messverfahren der Astronomie oder Photo-
grammetrie kommen ohne diesen Begriff aus, da es in
deren Bereich entweder keine statischen Methoden
gibt oder andere Unterscheidungsmerkmale wichtiger
sind.

m Der Begriff kinematisch wird erst dann als angemessen
betrachtet, wenn die Objektbewegung eine gewisse
Geschwindigkeit erreicht und zu ihrer Erfassung daher
Messungen hoher Frequenzen erforderlich sind, die
mit klassischen geodatischen Instrumenten nicht mehr
durchfiihrbar sind.
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