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Darstellung des Gravitationsfeldes und seiner Funktionale
mit spharischen Multiskalentechniken

Martin J. Fengler, Willi Freeden und Martin Gutting

Zusammenfassung

Die Grundgleichungen der Physikalischen Geodésie (in der
klassischen Formulierung) werden einer Multiskalenformulie-
rung mittels sphirisch (harmonischer) Wavelets unterzogen.
Die Energieverteilung des Storpotentials wird in Auflosung
nach Skala und Ort durch Verwendung von Waveletvarian-
zen beschrieben. SchlieBlich werden fiir die Modellierung
der zeitlichen Variationen des Schwerefeldes zeit- und orts-
gebundene Energiespektren zur Detektion lokaler sowie pe-
riodischer/saisonaler Strukturen eingefiihrt.

Summary

The fundamental equations of physical geodesy (in classical
terms) are formulated in a multiscale concept using spherical
(harmonic) wavelets. The energy distribution of the disturbing
potential is resolved in scale and space by wavelet variances.
Finally, time and space related energy spectra are introduced
to model temporal variations of the gravity field and to detect
local and periodic/seasonal structures.

1 Einleitung

Wavelets bilden vielseitige Hilfsmittel zur Darstellung von
Funktionen und zur Aufbereitung von Datenmengen. Ein
wesentlicher Aspekt ist die Fahigkeit, Details verschiede-
ner GroBe in Signalen und Bildern zu erkennen und zu
analysieren. So lassen sich Verfahren zur Datenkompres-
sion, zum Denoising, zur Mustererkennung etc. ableiten
sowie neue effiziente Methoden zur Lésung von Differen-
tialgleichungen, Integralgleichungen sowie von inversen
Problemen durch Multiskalenanalyse gewinnen.

Die rasante Entwicklung in der konstruktiven Appro-
ximation und der Computertechnologie sowie der enorme
Fortschritt bei digitalen Beobachtungs- und Messtechni-
ken in den letzten Jahren er6ffnen die Frage, inwiefern die
bisher entwickelten Wavelettechniken fiir die Grundglei-
chungen der Physikalischen Geodisie der Bestimmung
der Erdfigur und des duBeren Schwerefeldes eingesetzt
werden kénnen. Eine addquate Antwort ist dringend er-
forderlich, da durch Satellitenmissionen wie z. B. CHAMP,
GRACE, GOCE ein gewaltiges Aufkommen von Daten-
mengen hoher Prizision und groBer, lokal unterschied-
licher Dichte global verfiighar wird, die die Modellierung
von Phidnomenen im makroskaligen Bereich bis hin zu
den Feinstrukturen des »Signals Erdschwerefeld« ermog-
lichen.

Der vorliegende Artikel basiert wesentlich auf den Er-
gebnissen der Arbeitsgruppe Geomathematik der Techni-

schen Universitat Kaiserslautern wiahrend der letzten Jah-
re (siehe z.B. Freeden 1999, Freeden et al. 1998, Free-
den und Michel 2004) und soll eine Ubersicht speziell
iiber sphirische Waveletmethoden geben in Analogie zu
dem Beitrag von P. Schwintzer (2004) im Antrag zum
geplanten DFG-Schwerpunktprogramm (Ilk et al. 2004).
Den Untersuchungen ist die Vorstellung von Wavelets als
»konstituierende Multiskalenbausteine des Gravitations-
potentials der Erde« gemeinsam, die in schneller und ef-
fizienter Weise zu einer Dekorrelation gegebener Daten-
mengen befdhigen. Diese inhaltliche Charakterisierung
enthilt demnach drei wesentliche Merkmale:

(i) Wavelets sind Bausteine zur Multiresolution von
Funktionen,

(ii) Wavelets besitzen die Fihigkeit der Dekorrelation,

(iii) Wavelets erlauben schnelle Algorithmen.

Im Detail ausgefiihrt fiir die Grundproblematik der Phy-
sikalischen Geodésie bedeutet dies: Entfernt man die au-
Berhalb des Geoids befindlichen topographischen Massen
durch Schwerereduktion (vgl. z.B. Groten 1979, Heiska-
nen und Moritz 1967), so lasst sich auf einer sphérischen
Referenzfliche Qg (vom Radius R) bekanntlich das Stér-
potential T nach (einem ,Cz(QR)—orthonormalen System
von) Kugelfunktionen {Y{,} mit Y, (x) = £Yux (%),
x € Qg, entwickeln, wobei Y, ; die Kugelfunktionen
auf der Einheitssphire bezeichnen. Lasst man - wie {ib-
lich - den Mittelpunkt des Referenzellipsoids und den
Erdschwerpunkt zusammenfallen, so gilt fiir das Stor-
potential T, d.h. die Differenz zwischen Schwerepoten-
tial W und ellipsoidischem Normalpotential U die Dar-
stellung:
00 N R n+1

T(x)=GM Y, Y T'(nk) <7|> YR (x), (1)

n=0 k=—n |
n#1l

wobei GM das Produkt aus Gravitationskonstante und
Erdmasse ist und T”(n,k) die dimensionslosen Fourier-
koeffizienten von T beziiglich Yfk darstellen:

CMT (n,K) = [ T(y)YR, (y)dew(y) @)
Qg

(dw : Flichenelement). Genauer gesagt gelten unter der
kanonischen Annahme, dass T eine auf dem AuBenraum
Q%" samt Rand Qg, d.h. eine auf Q%' = Q%" U Qg
stetige, in Qﬁ{t harmonische und im Unendlichen regula-
re Funktion (d.h. |T(x)| = O(|x|™1) fiir |x| — oo) ist,
die folgenden Grenzbeziehungen
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N =n
lim T(y) -, ; T (n, k)

N—oo

YR (y) [dw(y) =0

Qg :17:&(1)
(3)
und
o0 n
lim sup |T(x) — ) Z (n,k) YR (=0, (@
N—00 4 ek k=—n

==
Ml
—o

wobei K eine Teilmenge des AuBenraumes Q%"t der
Sphire Qg mit positivem Randabstand zu Qg (d.h.
dist(K Qg) > 0) ist. Die Fourierentwicklung des Stor-
potentials nach Kugelfunktionen ist duBerst erfolgreich,
bestimmte Frequenzen (d. h. Wellenldngen abhingig von
dem Grad 7 und der Ordnung k) des Storpotentials anzu-
sprechen. Sie beriicksichtigt aber entsprechend ihrer Kon-
zeption nicht die rdumliche Evolution von Frequenzen.
Folglich enthalten die Fourierkoeffizienten Information
tiber die Frequenzen gemittelt iiber alle Positionen. Sie
zeigen aber nicht, wie das Frequenzverhalten sich rdum-
lich verdndert. Daher ist eine Kugelfunktionsentwicklung
kaum in der Lage, sich auf einer kleinen rdumlichen Skala
dndernde Daten zu modellieren.

Einen Ausweg in Richtung rdumlicher Evolution bie-
tet zunichst die formale Vertauschung von Reihe und In-
tegral. Dies fiihrt zu einer integralen Faltungsdarstellung
des Storpotentials mit Hilfe des Dirac-Kerns

n+1
<| My |) YRR (),

(5)

S5(x ZZM

n=0 k_fn\\/d
n#l

(x,y) € QLI’QXt X Q‘f{‘t, in der Form

T=5+T= [ 8(,y)T(Wdw(y), ©
Qr

wobei die Gleichheit auf Qg im Sinne einer hier nicht
néher spezifizierten Sobolevschen Topologie zu verstehen
ist. Néheres findet sich in Freeden (1999), Freeden und
Michel (2004). Das Additionstheorem der Theorie der Ku-
gelfunktionen liefert fiir (x, y) € Q%' x Q%

)= 2
!

(7)

wobei P, das Legendre-Polynom vom Grade #n bezeich-
net. Der Dirac-Kern weist als Reihe {iber alle Mitglie-
der des abgeschlossenen und vollstindigen Systems der
Kugelfunktionen keine Frequenzlokalisation auf. Somit
ist auch die Faltungsapproximation mit dem Dirac-Kern
nicht geeignet zu einer rdumlich variablen Frequenzana-
lyse. Zusammenfassend kann man sagen, dass Kugel-
funktionen und Dirac-Kerne zwei »extreme Vertreter« von
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2 n+1
(n)—2”+21(—R ) pn(i.l>,
4rR2 \ |x]]y| x [yl

Approximationsstrukturen des Stérpotentials bilden. Der
polynomiale Charakter der Kugelfunktionen befihigt zur
idealen Frequenzlokalisation unter Ausschluss der Orts-
lokalisation, der Dirac-Kern liefert ideale Ortslokalisation
unter Ausschluss der Frequenzlokalisation (beachte, dass
gilt: 8"(n) =1,n=0,2,3,...).

Variables ortsabhidngiges Modellieren von Frequenz-
verhalten fiihrt nun zu einem Kompromiss in der Wahl
der Approximationsstrukturen, der letztlich die Multiska-
lenphilosophie begriindet. Ausgangspunkt (vgl. Freeden
1999, Freeden 2001) ist die Benutzung so genannter Ska-
lierungsfunktionen, d.h. skalenabhéngiger Kerne @; (-, -)

der Gestalt
)Zn—l—l( R >+; (x y>
47R? \ [x[|y| "\xl fyl)’
(8)

mit (x,y) € Q%! x Q%" Diese Kerne miissen die folgen-
den Eigenschaften besitzen:

() ¢;(0) =1 fiir alle j
(i) lim @;(n) =&"(n) =1firn=0,2,3,...

j—oo

X, Y) = i@j(”

n#1

(iii) Z ant] (p]( n) < oo fiir jedes j.
o

Mit anderen Worten, (x,y) — @;(x,y), (x,y) € QF* x

Q%xt, ist bei festem x als Funktion von vy ein stetiger Kern

in Q%*, der im AuBenraum Q%" harmonisch ist, und da-
riiber hinaus

®j(x,y) == 5(x,y) ©)

(in einer hier nicht weiter diskutierten Metrik) erfiillt. We-
gen der Symmetrie des Kerns gelten die obigen Eigen-
schaften umgekehrt auch fiir festes y bei variablem x.
Die Multiskalenapproximation des Stérpotentials T ge-
lingt dann in der Form

T = lim (@ +T) = lim (0 (@ +T))

- = / 0;(z,°) / Oz, )T (y)dew(y)dew(z)
_ ]-ILTO / ! (y)dw(y). (10

Genauer gesagt (vgl. Freeden 1999) ergeben sich:

1/2
]1Ln§o Q/R (T(x) - (@52) * T) (x))2 dw(x) =0
(11
und
fim sup [T() = (@] +7) (9] =0 12
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fir alle Teilmengen K des AuBenraumes Q%' mit
dist(K, Qr) > 0. Durch die Verwendung von Skalie-
rungsfunktionen gelingt es, in Form einer Multiskalen-
methode sowohl Orts- als auch Frequenzlokalisation in
den Grenzen der (Heisenberg’schen) Unschirferelation zu
steuern (siehe Schema 1).

ideale Frequenz-
lokalisation, keine

keine Frequenz-
lokalisation, ideale

Ortslokalisation Ortslokalisation
bandlimitiert nicht-band-
limitiert
Legendre(kugel- Kerne Dirac
funktions)kern Kern

Schema 1: Schema zu Frequenz- und Ortslokalisation

Die Multiskalenmethode trigt damit dem Umstand Rech-
nung, dass das Storpotential Korrelationen sowohl im Ort
als auch in der Frequenz besitzt, die es spezifisch zu mo-
dellieren gilt. In der Tat sind Daten in ortlicher Nach-
barschaft starker korreliert als weiter entfernte, Frequen-
zen treten in ortslokal abhingiger Bandform auf. Um
die Signale dieses Typs zu analysieren und zu rekon-
struieren, benétigt man skalenabhidngige Teststrukturen,
d.h. Skalierungsfunktionen, die ausgewogen im Orts-
und Frequenzraum lokalisieren. Die Multiskalenmethode
bietet somit alle »Zwischenrealisationen« der Fourierent-
wicklung mittels Kugelfunktionen, die eine optimale Zer-
legung des Signals im Frequenzraum erlaubt, und der Fal-
tung mit dem Dirac-Kern, der optimal im Ortsraum lokali-
siert. Das AusmaB der Frequenz- bzw. Ortslokalisation bei
der Multiskalenmethode ist abhéngig von der Wahl der
Skalierungsfunktion. Als reprisentative Beispiele seien
genannt:

(a) Bandlimitierte Skalierungsfunktionen

(1) Shannon Skalierungsfunktion
1 fir ne€l0,2)\{1}
SH(,) — ,

wp(n) = { 0 fir ne2,00),
(2) CP Skalierungsfunktion

(CP = Cubic Polynomial) ‘
(1-277n)2(1 427 /1n)

firn € [0,2/) \ {1}

o' (n) =
0 fiir n € [2/, 00).

(b) Nicht-bandlimitierte Skalierungsfunktionen

(1) Rationale Skalierungsfunktion
(p}m(n) = (1 +2’7'n)7%,
n=20,2,3,... mita>1.

(2) Exponentielle Skalierungsfunktionen
(z.B. Abel—PoissQn Skalierungsfunktion)
@P(n) =e 2% n=0,2,3,...,a>0.

Weitere Beispiele finden sich in den Abhandlungen Free-
den (1999), Freeden et al. (1998), Freeden und Michel
(2004).

Fiir jede Position x € Q—ER’“ gibt die Faltung (CD;Z) * T)(x)
bei unterschiedlichem Skalierungsparameter j verschie-
dene geglittete Ansichten des Storpotentials an dieser
Stelle wieder, d. h. die Funktion q)§2) * T lasst sich in Q—ER’“

als Glattung bis zum Grad j des Skalierungsparameters
(Tiefpassfilter) deuten. Die assoziierte Waveletapproxi-
mation ¥ « (W; + T) wird als Differenz zwischen zwei

Glattungen (I);i)l * T und (135.2) * T verstanden, d.h.

(x,y) — Yi(x,y) und (x,y) — P;(x,y) sind gegeben
durch

S am+1( R \"" [« y
- ot (25 ),
) = 20 e (i < Tl

n=0
n#1l
(13)
_ < om+1/ RN\ /x oy
v S35 () 5 )
) % iz ) PR Ty
(14)

mit den Symbolen 1;(n) und $;(n), die sich aus der so
genannten Verfeinerungsgleichung

tpj(n)ll)j(n) = (p?H(n) - (p?(n) , n=0,2,3,... (15)

durch Wurzelziehen (dann ist ‘Pj = \Pj - »P-Scale
Wavelets«) oder Anwendung der 3. Binomischen For-
mel (dann ist ‘1’] = (Dj+1 — (D] und ‘I’] = (Dj+1 + (D] -
»M-Scale Wavelets«) ergeben. In bestimmten Spezialfil-
len wie z.B. bei exponentiellen »P-Scale Wavelets¢, die
aus Schichtpotentialen konstruiert werden (vgl. Free-
den und Mayer 2003), sowie bei »M-Scale Wavelets« (wie
z.B. »Abel-Poisson Wavelets« aus der oben genannten
Abel-Poisson Skalierungsfunktion) kann man eine sum-
mationsfreie Darstellung der Wavelets erreichen. Das
Wavelet ‘{’j nennt man primires Wavelet; es wird zur
Berechnung der Wavelettransformation benutzt, ¥ j heiBt
duales Wavelet, das zur Rekonstruktion benotigt wird. Die
Faltung ‘I’j * (‘i/]- * T) gibt somit fiir jede Position die De-
tailinformation an, um von der Glattung @; * (®; * T)
zur Skala j zur Glattung @;, 1 * (®;1q * T) zur Skala
j+ 1 zu gelangen. Eine leichte Rechnung (siehe Freeden
1999) zeigt, dass fiir jedes |, jo > 1 mit jo < |

J-1
®§2)*T: ®§02)*T+ Z Wix (W +T) (16)
J=Jo

gilt. Man beachte, dass die lineare Faltung (ng) * T mit
@, * (©j, * T) zusammenfallt. Genauer gesagt bedeu-
tet (16) in Verbindung mit (11) und (12), dass

129. Jg. 5/2004 zfv | 325



] Fachbeitrage

Fengler/Freeden/Gutting, Darstellung des Gravitationsfeldes und seiner Funktionale ...

J—1 2 1/2
= 2 (Fx(¥xT)) (X)> dw(x) | =0 (17)
J=Jo
und
(2)
jlirglo ilelg T(x) — (CD].O2 * T) (x)
J-1
= 2 (¥ (¥«T) ()| =0 (18)
J=Jo

fiir jedes K C Q%" mit dist(K, Qg) > 0 gilt. Die in (17)
und (18) auftretenden Faltungsintegrale stellen bilineare
Faltungen dar.

Fiir numerische Auswertungen sind schlieBlich folgen-
de Diskretisierungen vorzunehmen:

(1) Die unendliche Reihe ] jo

liche Summe der Form Zi’% 1 .

. ist durch eine end-
bei geeignet ge-

wihltem [,y zu ersetzen (siehe (16)).

(2

—

Ein Faltungsintegral der Form
/ Yi(x,y)T

mit x € Q“’“, ist durch eine entsprechende Nihe-
rungsformel des Typs

Zw

mit Gewichten wl] € R und Knoten yl]- € Or zu
approximieren. Ndherungsformeln dieser Art finden
sich beispielsweise in Freeden (1999), Freeden et al.
(1998), Freeden und Michel (2004) und den Referen-
zen dieser Biicher.

(W) + T)( dw(y), (19)

(x, yz (yzj), € Q—ER’“, (20)

2 Darstellung des Gravitationspotentials mit
Hilfe von spharisch-harmonischen Wavelets

Das Gravitationspotential V' der Erde erhédlt man bekannt-
lich aus dem Schwerepotential W unter Auslassung des
durch die Zentrifugalkraft bedingten Anteils ®@. In For-
meln bedeutet dies: V = W — ®@. In einem Punkt x € Qg
kann es (in oben beschriebener Diskretisation) als Sum-
me einer Basisapproximation mit Hilfe einer Skalierungs-
funktion und der Details, die sich durch Faltung mit dem
zugehorigen dualen Wavelet ergeben, dargestellt werden:

GM i
V(x) = . Zw v, ]OCDJO(x 3/1 %)

GM Jmax—1 Nj ‘I"
+ = Z zwf Y;

R & j(x ). (1)
j=jo i=1
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Dabei sind wfo,wf die Integrationsgewichte fiir die zu-

[OF
grunde liegende sphérische Integration auf Qg, v, 0" die
Skalierungsfunktionskoeffizienten von V' zur Skala jj so-

AV
wie v;/ die Waveletkoefﬁzenten von V zur Skala j. Die

Integrationsknoten yl ,yl € Qg gehoren zu den oben
genannten Koeffizienten und Integrationsgewichten der
Jjeweiligen Skala und Njj, N; bezeichnet die Anzahl der
Punkte bzw. Koeffizienten bei der Skala j, bzw. j. Die
o i ergeben sich aus den folgen-

. ) \4
Koeffizienten v; und v,

den Faltungen:

GM o,
R

|
3

V(y)dw(y), (22)

y)dw(y) . (23)

WT;(V;-) bezeichnet die Wavelettransformierte von V
zur Skala j. Ndheres zu solchen Waveletkoeffizienten fin-
det sich in Fengler et al. (2003a) sowie Fengler et al.
(2003D).

Sowohl die Integrationsgewichte und -knoten wie auch
die Koeffizienten hdngen von der Wahl des sphérischen
Integrationsverfahrens ab. Allgemeiner ist die folgende
Integraldarstellung:

V() = [ (@) V) ()0, (x y)da(y)
Qg
]max 1
Y [WhViy¥xydey). @4
J=Jo Qg

Bekannte Verfahren zur numerischen Integration tiber die
Sphére sind unter anderen Gleichverteilung oder Verfah-
ren, die auf polynomialer Exaktheit oder Spline-Exaktheit
basieren (vgl. Driscoll und Healy 1994, Freeden 1999,
Freeden et al. 1998). Eine Rekonstruktion und Dekom-
position von (24) in Form eines Pyramidenschemas fin-
den sich unter Verwendung dieser Integrationstechniken
in der Arbeit Freeden et al. (2003).

Das Storpotential T berechnet sich bekanntlich (vgl.
Groten 1979, Heiskanen und Moritz 1967 oder Torge
2001) durch Subtraktion des ellipsoidischen Normalpo-
tentials U = V,;; + @ vom Schwerepotential W:

T(x) = W(x) = U(x) = V(x) = Ve (x). (25)
Dieses Storpotential kann dann mittels der eingangs pra-

sentierten Konzeption harmonischer Wavelets in der fol-
genden Multiskalendarstellung entwickelt werden:
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N
T =St 3wl (x,4))
R i=1
GM Imax_l N/ \I,
+ T Z i (x yl) (26)
5o i1

(l),
Hierin bezeichnen nun ¢, 0" die Skalierungsfunktions-

koeffizienten des Stérpotentials T zur Skala jp sowie t;yj
die Waveletkoeffizenten von T zur Skala j. Sie hingen

o \J
wie folgt mit den Koeffizienten v, " und v, ’ zusammen:

GM ¥, j
<=t = (YT

(W) (V= V) (v)

= (Y * V) (y]) — (¥} * Vo) (v])
= S0l — (¥ V) ), 7

analog fiir die Skalierungsfunktionskoeffizienten t:DjO. Da
man V,; als Summe weniger bestimmter Kugelfunktio-
nen (mit Grad < m, zumeist m = 8) mit Kugelfunktions-
koeffizienten Ve/l\l(n, k) ansetzen kann (vgl. Groten 1979,
Heiskanen und Moritz 1967, Torge 2001)

Vell( ) GM< ell(o 0)| |Y00( )

<|R|>”+§C’f (x )>, (28)

lassen sich die oben noch enthaltenen Faltungen
wie folgt vereinfachen (wobei ausgenutzt wurde, dass

vl = 1y}l =Ry

Y, - R
=0 - (Wj*m ell) (3/1)

+Z n(n

y om j
:v?’f _ z wj(n)VeA”(n,O)Yn,o (%) (29)

O (OF
B0 =00 = Vo (0,0)Yo0 (y;{ >

m jO
z V) (1n,0)Y,0 (%) , (30)

weil zuldssige Symbole einer Skalierungsfunktion die Be-
dingung @;(0) = 1 fiir alle j erfiillen miissen und somit
;(0) = 0 fiir alle j ist.

3 Funktionale des gravitativen Storpotentials
in Multiskalendarstellung

Mit Hilfe der Brunsschen Formel N = T /vy (vgl. z. B. Gro-
ten 1979, Heiskanen und Moritz 1967, Torge 2001) ldsst
sich aus der Multiskalendarstellung des Stérpotentials ei-
ne Multiskalenzerlegung der Geoidundulationen bestim-
men. Mit v bezeichnet man bekanntlich in der Bruns For-
mel die Normalschwere (und diese wird tiblicherweise mit
Yy = % sphirisch approximiert). Also ergibt sich nach
klassischem Zugang folgende Formel fiir die Multiskalen-
darstellung der Geoidundulationen:

RZ
N(x) = o T()
N; max—1 N .
:sz‘(:wjotq)jo(b (x, —|—§QZ Zw]ly (x, y]).
2 % iti Yi
= j=jo i=

B

Im Anhang A befindet sich zur Illustration eine vol-
le Multiresolution der Geoidundulationen, die nach den
Skalen 2 bis 8 aufgelost und mit den zugehérigen De-
tailbereichen abgebildet wurde. Hierbei wurden CP-
Skalierungsfunktionen und CP-Wavelets eingesetzt.

Die Definition der Schwerestérung (gravity disturban-
ce) als negatlve erste Radialableitung des Storpotentials
69 = ar, d.h. 6g(x) = (— |x\erT( x)), fithrt zu der
folgenden Darstellung

N,
J0 D a
Jo g Jo
w't. V' — O
2 1 1 arx

i=1

GM

53(x) = — —- NEATS)

xyl)

szt ]‘Pg(x %) (32)

+1 1
R? ! x ]
X( ela )
x| |y A
n)2n+1< R2 )”J; <x yf) (3)
2 - n i v
47R2\ |x[|y]] X1y

und analog definiertem CD?Og , d. h. dort wird dann (p]é.og (n)

statt J)?g (n) benutzt. Diese Symbole haben die Gestalt
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0 f(n) = (n+1)gj(n), $¥(n) = (n+1)d;(n) und
somit gilt, dass

P (i) = w?fi1<n><pj+l<n>
-y

lim ( (p]O
J=e0 J=Jo

Betrachten wir die sphérische Approximation der
Schwerestérung nur fiir Punkte x auf der Referenzsphire
mit Radius R bzw. auf dem Geoid selbst, dann ist |x| =
und der Vorfaktor wird zu GM/R?.

Die Schwereanomalien sind in sphérischer Niherung
gegeben durch

oT 2 2
Ag(x) = —E(x) - WT = 6g(x) — WT’ (36)

— @ (mej(n), (4

>:n+1.

(35)

was in analoger Weise zu folgender Multiskalendarstel-
lung flihrt

N,
GM Jo D 5 .
Ag(x) = Rlx] 2 2 wl't, ]OCDjf(x, yl)
GM ]mm 1 .
z z ]t ]\yég (x, y{)
R|x| j=jo i=1
2 (GM& o i
T | R R P ey)
GM ]mux 1 .
X Y Ziwlt "1’ xy{)
j=jo i
N.
GM & w0t
_ t OcD g ,
R|x| l; 0 (x,y;")
GM ]mﬂx_l ] g ]
+Wx| Y 2 t“y (x,y]), 37)
j=jo i=1
wobei wir
~A
¥ (x,y)) =

n+1 i
~ 2n+1 R? X /

Y B A < ) P, <|xy]> (38)
0 x|y ;|

sowie analog die Skalierungsfunktion (DjAOg eingefiihrt ha-

ben. Das Symbol IZ)]-Ag (n) berechnet sich als

= (n—1);(n).
(39)

Die Summation iiber n bei der Definition der Skalierungs-
funktion CDfog und den zugehorigen dualen Wavelets ‘I’fg
enthilt bekanntlich keine Anteile mit Kugelfunktions-
grad 1.
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Bestimmt man die zweite Ableitung des Storpotentials,
erhilt man den Schweretensor (gravity-gradient tensor).
Wir betrachten nun die Multiskalenreprasentation der ra-
dialen Richtung dieses Tensors, d.h. der zweiten Radial-

ableitung g, = 2T auch vertikaler Schweregradient ge-

o2’
nannt:
N,
GM 10 j 82
gr(X) = T igl Ot 10 arx (x yl )
]ﬂlll‘f 1 .
Zwt ]—‘1’ (x,y})
j=jo i=1
— 2 z ]Ot Jocpgr x yl]O)
GM ]mm 1 gr ]
+R|x|2 _Z Eiwlt “{’ (x, y)). (40)
J=Jo 1
Dabei ist
Q8r j 2 P’ j
‘P]- (x/]/i) = |x| 87\1]]'(3‘/]/1’)
S L, 2n+1(n+1)(n+2)
_ 2 .
- |X| r;)d)](n) 47TR2 |X|2
n#l
+1 i
R2 " 1
(o) (&)
Rl 1))

S 2n+1 R? " X ]/j
Saeid () (51,
o ATRE A x|y )]

(41)

und analog wird auch (D% definiert, wobei fiir die Sym-
bole gilt, dass (pg’( ) = (n+1)(n+2)p;(n) sowie
12)‘? (n)=(n+ 1)(71 +2)1;(n) ist und somit

B (m)j(n) = 9%, (n ><p]+1< n) -

o (me;(n), (42)
Jlim_ <<p,0( )@jy (1) + Z P (n

)
J=o

=(m+1)(n+2). (43)

Kennt man also die Waveletkoeffizienten des Stérpoten-
tials, lassen sich nicht nur das Potential, sondern auch
alle weiteren genannten GroéBen rekonstruieren. Dies
wird nun am Beispiel von CP-Rekonstruktionen in Abb. 1
und 2 bei Skala 7 und dem zugehérigen Detailbereich fiir
die Schwereanomalien demonstriert.

4 Die Energieverteilung des Gravitationsfeldes
der Erde

Die Verteilung der lokal variablen Energie des »Signals
Storpotential« kann mit Hilfe von Waveletvarianzen be-
schrieben werden. Dabei wird nicht nur die Verteilung
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Abb. 1: Schwereanomalien auf Qg zur Skala 7 in [mgal]

im Frequenzbereich, d. h. iiber die verschiedenen Skalen,
sondern - wie in unserer Einleitung gewiinscht - auch
im Ortsbereich offenbart. Allgemein sind die Skalen- und
Ortsvarianzen von T zur Skala j an der Stelle x definiert
(vgl. Freeden und Maier 2002, Freeden und Maier 2003)

als
Varj, (T) = (T(-) * ¥;(-,x))?. (44)

Die nicht-ortsabhidngige Skalenvarianz zur Skala j ist
dann

O']Z(T) = Varj(T) = /Var]-;x(T
(05

Ydw(x). (45)

Die Summe aller Skalenvarianzen zusammen mit der
Energie der Approximation mittels einer Skalierungs-
funktion liefert dann die Gesamtenergie des Stérpoten-
tials ||T|| o) (vgl. Freeden und Maier 2002). Sie lassen

sich aus den Waveletkoeffizienten des Storpotentials T
(siehe Darstellung (26)) ermitteln. Die GroBe

= (0 (s ) esme, )

2
— / WT; (%T;y) SH(y, x)dw(y)
Qg

2
= Zwltl]SHy,x) (46)

ist die einheitenlose Waveletvarianz bei Skala j an der
Stelle x, berechnet aus den Waveletkoeffizienten des Stor-
potentials. Dabei bezeichnet SH einen passend zum be-
nutzten Wavelet (Typ und Skala) gewihlten Shannon-
Skalierungsfunktionskern, dessen Symbol oben einge-
fithrt wurde und dessen Skala (und damit der Wert Ngg)
hoch genug ist, um WT; aufzuldsen, d.h. im bandlimi-
tierten Fall j 4 1 (vgl. Freeden et al. 1998, Freeden 1999).
Somit erhdlt man fiir die Waveletvarianzen des Stor-
potentials selbst (in [m*/s%], 0j;.(T) dann in [m? /s2]):

Abb. 2: Detail der Schwereanomalien zur Skala 7 in [mgal]

2
GM a2 . (47)

Varj?x<T> = ]Z;x(T) = R2 jx

Eine Illustration der Waveletvarianzen des Storpoten-
tials T ist in Abb.3 und Abb.4 gegeben. Beide Bilder
zeigen sehr illustrativ, dass unsere Waveletmethoden die
hochfrequenten, energetisch lokal konzentrierten Phino-
me des Storfeldes mit wenigen Parametern beschreiben
kénnen. Es wurden hier CP-Wavelets bei Skala 6 und
7 benutzt. Fiir die Waveletvarianzen der Geoidhéhen N
(Einheit [m?], 0j;.(N) dann in [m]) gilt:

Varj, (N) = af;x(N) = RZUIZ;X. (48)

Fiir die Waveletvarianzen der Schwerestdrungen g (Ein-
heit [m? /s%], G‘;.((Sg) dann in [m/s?]) ergibt sich:

Vary,(89) = 7, (59)
- ((WTj<T;-> #SHS (-, )(x))
Nj ~ 2

= G—MZw{t;PjSH‘Sg(y{,x) (49)

i=1

mit einem Shannon-Kern analog zu Gleichung (33)

SHég(y{,x) = ——xSH(yl].,x)
. .
_NiH2n+1n+1 R\ (x vl
2 AR Nyl )

n#1
(50)

Fir die Waveletvarianzen der Schwereanomalien Ag
(Einheit [m? /s*], 0;,.(Ag) dann in [m/s?]) erhdlt man:

Var; 1 (Ag) = 07, . (Ag)
A 2
= ((WT;(T; )+ SHS (-, ))(x))
CM I jw )
= | & X witi/ SH¥(yp,x) 51
i=1
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Abb. 3: 6;.. (T) auf Qg zur Skala 6 in [m?[s?]
mit einem Shannon-Kern analog zu Gleichung (38)

SH (), x) = SH' (v}, ) — . SH(y, )

+1 H
_Ngamsin—1 (RN (x oyl
iS5 4R x| 1)1y S\l )

n#1
(52)

Fiir die Waveletvarianzen der vertikalen Schweregradien-
ten g, (Einheit [1/s%], 0j;.(g,) dann in [1/5%]) folgt:

Varj; x(gr) :sz;x(g,)

= ((WT; (T;-) * SH¥ (-, -))(x))*
GM NJ' T . 2
- D wfti jSHg’(yf,x) (53)

=1

mit einem Shannon-Kern analog zu Gleichung (41)

. 2 .
SHg’(yZ], x) = a—SH(]/Z], x)

- or2
NSH 2 n+1 ]
_ Z211—}—1(71—1—1)(11—1—2) R p (X Yi
SoarRE B ) )
(54)

Die jeweilige Skalenvarianz berechnet sich durch Integra-
tion, wie in Formel (45) beschrieben. Sie ldsst sich fiir die
folgenden Fille vereinfachen:

N; N
Var(T) = /Var]-;x(T)dw(x):% ol (tf’f) ,
Ox i=1
(55)
N]- v, 2
Varj(N) = /Var].x(N)dw( ) =R w] <ti ’> .
Og i=1
(56)
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Abb. 4: ;.. (T) auf Qg zur Skala 7 in [m?[s?]

5 Zeitliche Variationen des Erdschwerefelds

Zur Auflésung eines prizisen globalen Erdschwerefelds
werden zusitzlich zeitliche Verdnderungen beriicksich-
tigt, die ihre Ursache beispielsweise im Massentransport
durch Ozean- und Erdgezeiten haben (vgl. Ilk et al. 2004,
NRC 1997). Wir beschiftigen uns im Folgenden mit der
zeitlichen Variation des Erdschwerefeldes, die durch De-
formation der festen Erde unter Einfluss von Auflasteffek-
ten hervorgerufen wird (vgl. auch Peters 2001). Dazu
zdhlt u.a. der Jahreszeiten abhingige Schnee-, Eis- so-
wie Wassertransport, wobei ein besonderes Augenmerk
darauf liegt, dass die Auflasteffekte regionalen Charak-
ter haben, z. B. jahreszeitliche Schwankungen der Schnee-
und Eisbedeckung in polaren Regionen (siehe auch Wahr
et al. 1998). Somit lassen sich diese geophysikalisch sinn-
voll in eine Waveletdarstellung des Erdgravitationspoten-
tials einbetten.
Die zeitlicheg Variationen der Skalierungsfunktions-
io

koeffizienten v; @ und der zugehdrigen Waveletkoeffi-

zienten v:.yj unterliegen einem breiten und intensitéts-
abhidngigen Spektrum: Kurzzeitige, kleine Effekte werden
beispielsweise durch Luftdruckschwankungen der Atmo-
sphire hervorgerufen. Auf geringfiigig groBeren Zeit-
skalen verdndern hydrologisch induzierte Auflasteffek-
te das Gravitationspotential, wie zum Beispiel die Bo-
denfeuchte. SchlieBlich spielen auf wesentlich groBe-
ren Zeitskalen noch Effekte wie die nacheiszeitliche He-
bung eine Rolle. Zudem sind Verdnderungen der Kern-
Mantelkopplung durch Stromungen im Erdinnern und
andere Variationen messbar (siehe Ilk et al. 2004, NRC
1997, Peters 2001).

Die Modellierung zeitabhdngiger Messungen, wie sie
zum Beispiel von CHAMP oder GRACE monatsweise
geliefert werden, erfordern eine Modifikation, so dass
V(t,x) die Variationen um das mittlere Gravitations-
potential V(x) aus Gleichung (21) beschreibt:
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GM Imax_l NJ 'JI" - .
+ % > wlo, (H)P(x,y)).  (57)
J=jo i=1

In dieser Arbeit konzentrieren wir uns nur auf die Mo-
dellierung von Prozessen der Oberfliche (Atmosphire,
Kryossphire, Ozeane, Wasserhaushalt der Kontinente) mit
saisonalen und jahrlichen Variationen. Die zeitlichen Ver-
dnderungen der Oberflichendichte S (Masse/Fliche) kann
mit Hilfe von sphirischen Wavelets wie folgt beschrieben
werden:

Nj,

=Rpy Y, wl’s; 0 (t) 0k

jo (x’ yl]o)
i=1

GM ]mm' 1 N ‘I’
TS Yl

j=jo i=1

S(t, x)

(x, yl) (58)

Hierbei bezeichnet p, die D~ichte von Wasser, um die

0(t) und s;yj (t) einheitenfrei zu hal-

(t) unds; ' (t)
O; P

identisch mit 3, ° (f) und @, ’(t), weil die Skalierungs-

funktion und das Wavelet zur Rekonstruktion die Auf-

lastabhingigkeit modelliert. Genauer gesagt, fithren wir
die so genannten Love-Wavelets ein:

. ®
Koeffizienten s ;

)
ten. Tatsdchlich sind die Koeffizienten s

L A
Wi (x,y;) =

S 2n+1 R? " X yj
Pk (n) (—) P, (——1> (59)
200 e xlyll) Iy

und analog ergeben sich Love-Skalierungsfunktionen <D]L
mit dem Symbol

3pp 1+ k%
Pave 21+ 1’

@k (n) = @j(n) (60)
wobei pave die durchschnittliche Erddichte ist (ca. 5517
kg/m3), und kj, die bekannten Love-Zahlen sind.

Die Symbole der Love-Wavelets berechnen sich aus der
folgenden Verfeinerungsgleichung;:

PP (n) = (ph1)2(n) — (1) (n). (61

Dividiert man S(f,x) durch die Dichte py,, kann man
den Term S(t, x)/py als Hohensinderungen einer Wasser-
siule (1 mbar/y = 1 cm, mit der mittleren Erdbeschleu-
nigung ) interpretieren.

Bestimmt man umgekehrt aus beispielsweise Luft-
druckmessungen oder hydrologischen Daten eine Wave-
letentwicklung analog zu Gleichung (57), so erhdlt man
Koeffizienten s;DjO(t) und s;yj (t) fir die Anderung der
Oberflachendichte. Aus diesen lassen sich aber auch di-
rekt die Beitrdge zur zeitlichen Variation des Erdgravita-
tionspotentials V ableiten, indem man zur Rekonstruktion

inverse Love-Skalierungsfunktionen und Wavelets ver-
wendet:

_ GM & i o,
V(t,x) — Jog "o

P (xy). (62)

Dabei ergeben sich die inversen Love-Skalierungsfunk-

tionen CD]Lf1 mit dem Symbol

L1 Pave 21+ 1

- = ©; 63
o () =iz, T5E (©3)

und analog zur Gleichung (61) die Symbole der inversen
Love-Wavelets ‘I’]r1

Es sei der Vollstindigkeit halber erwidhnt, dass
die Verwendung der Love-Zahlen wie in den Love-
Skalierungsfunktionen und Wavelets mehr exemplari-
schen Charakter hat: Um zeitabhingige Phinome des
Erdschwerefelds hochprizise zu erfassen, ist es auBer-
dem notwendig, radiale Dichtevariationen in den Ozea-
nen (iiber die Tiefe) sowie der Atmosphire (iiber die Ho-
he) genauer zu beschreiben. Jedoch demonstriert die oben
beschriebene Entwicklung in Wavelets eine ganz beson-
dere Eigenschaft: Wavelets erlauben die Auftrennung re-
gionaler zeitabhdngiger Effekte. So lassen sich beispiels-
weise an Hand weniger (rdaumlich zugeordneter) Koeffi-
zienten Zeitreihen der jahreszeitlichen Anderungen der
Eisbedeckung der polaren Regionen analysieren.

Aufl6sen zeit- und ortsgebundener Energiespektren

Selbstverstindlich kann man analog zu Gleichung (44)
die ortsgebundenen Waveletvarianzen zeitabhédngig ge-
stalten:

Var]-;x(V)[t] = (V(t,-) *‘Pj(-,x)) (V(t,-) *‘if]-(-,x))

Dabei lasst sich die GroBe Var;, (V) [¢] physikalisch als
zeitabhéngiger Energiegehalt in einem von dem Ort x und
der Skala j (Frequenzband) abhidngigen Lokalgebiet in-
terpretieren. So kann man beispielsweise durch Unter-
suchen einer Zeitreihe von lokalen Waveletvarianzen das
spektrale, ortliche und zeitliche Verhalten der polaren Eis-
bedeckung analysieren. Wendet man in diesem Fall eine
Fourier-Transformation beziiglich der Zeit an, so lassen
sich ihre regionalen und periodischen/saisonalen Struk-
turen detektieren. Dazu berechnet man die GroBe

/Var] x

Varj, . ( e M, (65)
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und stellt dann ihren Betrag gegentiber der Frequenz f
dar. Diese Darstellung zeigt genau bei der halb-/ganz-
jahreszeitlichen Frequenz ein lokales Maximum.

Zur Detektion von kurzzeitigen aperiodischen Effekten
sollte man allerdings besser eine 1-d Wavelet- als eine
Fourier-Transformation verwenden. Dazu kann man die
klassischen Methoden von Mallat und anderen (Mallat
1998) einsetzen. Jedoch sollte darauf hingewiesen wer-
den, dass man eine zeitabhingige Modellierung aus ei-
nem einzigen »funktionalen« Guss bekommt, wenn man
auch eindimensionale Wavelets basierend auf Legendre
Polynomen verwendet, siehe Freeden (1999). Denn sie
betten sich der gesamten algorithmischen Struktur auf
natiirliche Weise ein.

6 Zusammenfassung

In der Analysis von Geopotentialfunktionen, wie z. B. des
Storpotentials, konnen wir drei fundamental verschiedene
Zuginge unterscheiden:

(1) Klassische Fouriermethoden mittels Kugelfunktionen
(Polynome),

(2) Waveletmethoden mittels skalenabhingiger Kern-
funktionen (Skalierungsfunktionen),

(3) Finite-Punkte-Methoden mittels Dirac’scher Kern-
funktionen (Partikelmethoden, vgl. z.B. Cui 1995).

Die Bedeutung der Wavelets liegt in der Konstruktion von
Kernen mit sowohl variabler Frequenz- als auch Ortsloka-
lisation. Der Waveletzugang besitzt daher die Fahigkeit
der flexiblen Modellierung des Signals »Storpotential«
entsprechend der Frequenz- und Ortsspezifika. Die Multi-
resolutionsmethode erlaubt somit eine addquate Darstel-
lung von mittel- und kurzwelligen Anteilen des Signals
auf lokaler Basis. Lokale (z.B. zeitliche) Anderungen
des Signals machen sich aufgrund des ortslokalisierenden
Charakters nur lokal bemerkbar. Die Speicherung lokaler
Phinomene erfolgt lokal tiber die Wavelettransformier-
ten. Diese konnen rekursiv mittels Algorithmen in Baum-
struktur erschlossen werden (vgl. Freeden 1999, Freeden
et al. 1998, Freeden und Michel 2004). Insgesamt ergibt
sich also ein weites Feld neuartiger Anwendungen in der
Beschreibung des Gravitationsfeldes, insbesondere bei der
lokalen Verbesserung globaler Modelle unter Realisation
einer rdumlich verdnderlichen Frequenzanalyse.
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Anhang A

Wie in Kapitel 3 angekiindigt, wird hier eine Multi-
resolutionsdarstellung der Geoidundulationen mittels
CP-Skalierungsfunktionen und CP-Wavelets der Skalen 2
bis 8 gezeigt. Sie wurde aus einer Multiskalendarstellung
des Storpotentials des EGM96-Modells, d.h. den Koeffi-

O Wy
zienten ¢, 0 und t; /, berechnet. Die rechten Abbildungen
zeigen stets die Details, die dann zur bisherigen Approxi-

mation (links) hinzugefiigt werden, um die nichste Ska-
la (dann eine Zeile weiter unten abgebildet) zu erhalten.
(Multiresolutionsdarstellungen zu anderen Geopotential-
modellen und zu realen CHAMP-Daten finden sich in
Fengler et al. 2003a, Fengler et al. 2003b, Fengler et al.
2003c und Fengler et al. 2003d.)

Abb. 9: Geoidundulationen auf Qp zur Skala 4 in [m]

Abb. 10: Detail der Geoidundulation zur Skala 4 in [m]
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Abb. 13: Geoidundulationen auf Qg zur Skala 6 in [m] Abb. 14: Detail der Geoidundulation zur Skala 6 in [m]

Abb. 17: Geoidundulationen
auf Qg zur Skala 8 in [m]
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