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Zur nummerischen Integration mechanischer
Bewegungsgleichungen mittels Liereihen-Entwicklung

Enrico Mai und Dieter Lelgemann

Zusammenfassung

Aktuelle Problemstellungen innerhalb der Satellitengeoda-
sie setzen die Berechenbarkeit hochgenauer Satellitenbahnen
voraus. Dabei kommen in liberwiegendem MaBe nummerische
Integrationsmethoden zum Einsatz.

Die Verwendung eines Liereihen-Ansatzes bietet wesentliche
Vorteile im Hinblick auf Effizienz und Genauigkeit der num-
merischen Integration von Bewegungsproblemen. Ein ent-
sprechendes Verfahren wird in seinen Grundlagen vorgestellt
und anhand des Duffing-Oszillators in seiner Leistungsfahig-
keit bestatigt.

Summary

Current tasks in satellite geodesy require the computability
of satellite orbits with high precision. In order to meet these
demands prevailing numerical integration methods are in use
today.

The application of a Lie series approach gives a substantial ad-
vantage regarding the eff iciency and precision of the numer-
ical integration of equations of motion. A customized method
is being introduced in its basics. The capacity of this approach
is proved by solving Duffing’s equation.

1 Einleitung und Problemstellung

Grundlage der Satellitengeodisie ist die Berechnung von
Satellitenbahnen - das ist die Berechnung der zeitlichen
Anderungen des Positionsvektors r(t) und des Geschwin-
digkeitsvektors £(t). Bezeichnet [e;], eine zeitunabhéin-
gige (inertiale), orthonormierte Basis (die sich nicht ge-
geniiber dem Fixsternhimmel dreht), dann kann man bei-
de Vektoren mittels ihrer kartesischen Komponenten be-

schreiben:

(1)

rdry/dt T ey r1 (t) e
r(t) = | drp/dt ey = |12 (t) e
| dr3/dt esl, |73 (t) esl;

Im Hinblick auf eine effiziente nummerische Integra-
tion, ebenso wie hinsichtlich der traditionellen Beschrei-
bung des Erdgravitationsfeldes mittels Kugelkoordinaten
(r,,A), mag sich ein Ubergang auf eine generalisierte

Variable, verkniipft mit der durch die beiden Vektoren r
und r aufgespannten Bahnebene, als sehr zweckmiBig
erweisen, wie in Cui und Mareyen (1992) eindrucksvoll
dokumentiert. So sind beispielsweise die Hill-Variablen,
ebenso wie die kartesischen Komponenten x' und x'l, ka-
nonische Variablen (e, = r/r), verkniipft mit r und r
durch einfache Vektorbeziehungen (e, = Richtung des
aufsteigenden Bahnknotens), siehe Tab. 1.

Zur Aufstellung entsprechender Bewegungsgleichun-
gen hat man die Komponenten des auf den Satelliten ein-
wirkenden Kraft- bzw. Beschleunigungsvektors f beziig-
lich der GauB’schen Basis zu bilden, wobei

3 1 3
led] o = [Rw)|[R()|[R@) |[e], (2)
mit dem Argument i als Inklination der Bahnebene und

e1. = e, Richtung des Satellitenpositionsvektors,

ey Richtung in Bahnebene senkrecht zu e,, (3)

es. Richtung senkrecht zur Bahnebene.
Die Newton’schen Bewegungsgleichungen dr/dt = rund
df/ dt = f lassen sich dann transformieren zu (Cui und

Mareyen 1992)

L 9 _ -
dr G- 1 0 0
dt 3
dG
-— 0
i 0 r 0
CiTI;I 0 0 cosi —sinicosu |[f1
4 = + fl, 4
r .
h 7 0 0 0
dt f3
% G 0 0 T Sll‘llle‘OSl
df r2 G sini
do 0 0o o  Lsm
L dt J L L G sini

wobei mit A(G,r) = —1 (G/r)* dann G2/r® = 9A/dr,
G/r* = —3A/dG und 7 = d (+% r‘z) /o7 gilt.

Es erweist sich fiir geodétische Aufgaben als zweckméBig,
den Kraft- bzw. Beschleunigungsvektor in zwei Teile zu
zerlegen:

£=[¢]"[ei] ¢ + [i(0)] [ei] o (5)
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Tab. 1: Hill-Variablen und kartesische Koordinaten

Geschwindigkeiten/Impulse

r=e. T Radialgeschwindigkeit 7
G’ =(rxrt)-(rxr) Bahndrehimpuls G
H=(rxt)-e, Poldrehimpuls H

Der erste Term, der Einfluss des Erdgravitationspotentials
V(r, ¢, A), ldsst sich beschreiben durch den Gradienten-
vektor

11T

_BV/ar €1
g =grad V= | 9V /or? e
8V/8r3 e3
L I ) (6)
roV/or ey
= | (1/rcos¢)adV/dA e
L(1/7) oV /o esl .
Fihrt man die Hamilton-Funktion F ein in der Form
2
Fe-T4v=—1p2_1 (G)+V, (7)
2 2 \r

dann erhélt man als Bewegungsgleichungen

[di /dt] 0 0 1 0 0][oF/a]
dG/dt 0 0 0 0 1 O0|aF/aG
dH/dt 0 0 0 0 O 1||dF/0H
= +
dr/dt| |-1 0 0 0 0 0||aF/or
du/dt 0-1 0 0 0 0|oF/du
do/dt] [0 0-1 0 0 o0][aF/aQ)
(1 0 0 1
0o r 0 _
. f1
N 0 cosi —sinicosu f
0 0 0 i
. . .|Lfs
0 0 —(r/G)sinucosi/sini
[0 0 (r/G)sinu/sini

(8)

Der zweite Term f umfasst damit die duBeren Krifte (An-
ziehung von Sonne, Mond, Planeten) sowie die Oberfli-
chenkrifte, die bei der Bewegung des Satelliten durch
ein Medium (Restatmosphire, Sonnenstrahlung) auftre-
ten, ndmlich Luftwiderstand und Sonnenstrahlungsdruck.

Oberflachenkrifte konnen mittels eines Akzelerome-
ters gemessen werden, womit sie unmittelbar als Zeitrei-
he vorliegen. Mit ausreichender Genauigkeit sind auch
die duBeren Krafteinfliisse (Sonne, Mond) in dieser Form
einfach zu berechnen. Ihre Auswirkungen auf die Satelli-
tenbahn kénnen dann durch direkte Integration tiber die

368 | zfv 6/2007 132.Jq.

Generalisierte Koordinaten
r=r-r Radialabstand r

cosu=e,-e, Argument der Breite u

cosQ =e, -¢, Rektaszension des Knotens Q

Zeit ermittelt werden. Kompliziert wird die Integration
der Bewegungsgleichungen ausschlieBlich dadurch, dass
die gravitativen Krifte durch die Erde nur indirekt {iber
den Positionsvektor r(t) als Funktion der Zeit bestimm-
bar sind.

Gewohnlich wihlt man zur nummerischen Integration
der Bewegungsgleichungen verschiedene Standardver-
fahren als empirische Integratoren; Einschrittverfahren
wie Runge-Kutta oder Mehrschritt-Verfahren wie Adams-
Bashforth bzw. im Programm UTOPIA der University of
Texas einen Integrator nach Krogh, Shampine und Gor-
don.

Da hierbei prinzipiell simple Potenzreihen als Grundla-
ge fiir den Integrator verwendet werden, basieren derarti-
ge Losungen der Differentialgleichungen von Beginn an
auf rein empirischen und in ihren Auswirkungen schwie-
rig zu durchschauenden Approximationen. Zudem entste-
hen Fragen, die in der Praxis nur durch »trial and error«
Methoden zu beantworten sind, ndmlich nach

- der Ordnung des Integrators, d. h. dem Grad der Po-

tenzreihenentwicklung fiir den Integrator,

- der Schrittweite flir die nummerische Integration,

- der Anzahl der Iterationen bei Mehrschrittverfah-

ren,

- den Kriterien zur Wahl geeigneter generalisierter

Bahnvariablen,

- der Abschitzung des globalen Integrationsfehlers

vor allem bei langen Bahnen.

Insbesondere bleibt die Abschitzung der GréBe des glo-
balen Integrationsfehlers bei der Verwendung derartiger
approximativ-empirischer Methoden zur Integration der
Bewegungsgleichungen des Satelliten unbefriedigend.

Um derartige Fragen einwandfrei beantworten zu kén-
nen, muss zunichst ein nummerisches Integrationsver-
fahren entwickelt werden, das speziell auf das jewei-
lige System der zu integrierenden Differentialgleichun-
gen zugeschnitten ist. Ist der Bewegungsablauf mit-
tels einer Hamilton-Funktion F beschreibbar, dann bie-
ten sich infinitesimale kanonische Transformationen zur
schrittweisen Berechnung der Stitzpunktvektoren r(t;)
und r(¢;) an (Schneider 1979, S. 407). Wihlt man die
Hamilton-Funktion F(g;, p;) (g; . . . generalisierte Koordi-
naten, p; ... generalisierte Impulse) als erzeugende Funk-
tion derartiger kanonischer Transformationen, dann lasst
sich die Integration iiber jeden einzelnen Schritt von ¢;
nach t;, 1 auf eine Liereihen-Entwicklung zuriickfiihren;
das sind spezielle Taylorreihen fiir den 2n-dimensionalen
Phasenraum.
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Da eine kanonische Transformation von #; nach #; 4
und die inverse Transformation von t;;; nach t; mit-
tels der gleichen funktionalen Darstellung erfolgt, ist die
Genauigkeit des einzelnen Integrationsschrittes bzw. sein
Fehler unmittelbar bestimmbar; eine priazise Abschitzung
des globalen Integrationsfehlers auch bei langen Bahnen
wird dadurch erméglicht.

Ebenfalls kann der Zusammenhang zwischen der
Schrittweite und dem Grad der Liereihen-Entwicklung,
also der Ordnung des Integrators, einwandfrei geklart
werden. Im Zusammenhang mit dieser Frage kann auch
geklart werden, inwieweit spezielle Parametrisierungen
der Bahnvariablen (z.B. kartesische Koordinaten, Hill-
Variablen) Auswirkungen auf die Genauigkeit der num-
merischen Integration haben kénnen.

Ferner ist hervorzuheben, dass sich eine derarti-
ge Liereihen-Entwicklung unmittelbar auf spezielle Ob-
servable (Strecken, Phasenmessungen usw.) ausdehnen
lasst, die als Funktion der sechs Bahnvariablen be-
schrieben werden kénnen. Damit ist die Aufstellung der
Beobachtungs-/Normalgleichungen zur Bestimmung der
Anfangswerte bzw. der Parameter einer Kraftfeldbeschrei-
bung (z. B. Kugelfunktionskoeffizienten) mittels des glei-
chen Grundkonzeptes méglich.

Nicht zuletzt ist anzumerken, dass mittels einer derarti-
gen Methode das Design des nummerischen Integrators
dem jeweils vorliegenden, speziellen Integrationsproblem
angepasst wird. Eine Verkniipfung von nummerischer In-
tegration im Zeitbereich und analytischer Integration im
Spektralbereich zu sehr effizienten Methoden ist jederzeit
moglich.

Im Folgenden sollen das generelle Konzept und die
Einfachheit der Liereihen-Methodik anhand von einfa-
chen, eindimensionalen mechanischen Problemstellun-
gen (Oszillatorproblemen) erldutert werden.

2 Eindimensionale mechanische Probleme und
nummerische Integration

2.1 Generelle Vorgehensweise

Fiir eine Bewegungsgleichung 2. Ordnung in u(#) mit der
unabhingigen dimensionslosen Variablen ¢ der Form

i = f(u) (9)

kann eine Hamilton-Funktion F = F(u, 1) derart gefun-
den werden, dass die kanonischen Gleichungen

du OF . du oF
T E_—a—u—u—f(u) (10)
bzw.

lu] [du/dt] l 0 1] [aF/au]
ii du/dt —1 0| |0F/ou

erfiillt sind. Falls zusitzlich ein u-Term auftaucht,
d.h. f = f(u,u), dann wire vor dem Folgenden eine
spezielle Betrachtung notig. Dieser nicht-triviale Aspekt
der Hamiltonisierung wird in einer spiteren Arbeit the-
matisiert.

Mit der Definition der Poisson-Klammern

_ _ OfxoF 9dfydF
fer1={fi, F} = Su 3 ondn
(12)
agk oF agk oF

Skr1 = {8 F} = o o ouon’

wobei fo := u und go := u ist, lisst sich die Losung von
(9) in Form einer Reihenentwicklung

00 Atk
u(t) = u(to+ At) = Y, 7fk|t:t0,
k=0 "
(13)
. . X Atk
u(t) =u(tg+ At) = z 73k|t=t0
k=0

angeben und fiir ein gegebenes At := t — ty berechnen.

2.2 Kriftefreier ungedampfter Oszillator

2.2.1 Dimensionslose Variable

Aus der Duffing-Gleichung i + w%u + eu® = 0 erhilt
man fiir wg = 1 und ¢ = 0 die denkbar einfachste Bewe-
gungsgleichung

ii+u=0 (14)

mit der bekannten allgemeinen Losung (verifizierbar
durch Ableitung der Lsung)

u(t) =cpcost+cysint, (15)

wobei ¢; und c; Integrationskonstanten sind. Eine par-
tikuldre Losung erhilt man z.B. durch Beriicksichtigung
von Anfangsbedingungen u(ty) =: ug und u(ty) =: i,
aus denen ¢; = c1(u(ty),u (tg)) und ca = c(u(ty),
1(tg)) bestimmt werden kénnen.

Aus (15) folgt die Transformation der Integrationskon-
stanten 1, 1y (Anfangswerte) in c1, c» und vice versa:

Up costy sintgy\ [cy
i B —sinty costy/ \co

, 16)
€1 costyg —sintg\ (ug
e d s )
2 sinty costg /) \ug
so dass
u(t) = ug (costcosty+ sintsinty) + -
17

+ 1 (sint costy — costsinty)
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und schlieBlich
u(t) = ugcos At+ ug sin At. (18)
Die Darstellung (18) kann ebenso aus der Anwendung von

(9) bis (13) gewonnen werden.

Zunichst ist die (14) entsprechende Hamilton-Funktion
aufzustellen. Mit (10) und f(#) = —u erhilt man

12

F= 2+22_ (2+u). (19)

Einsetzen in (12) liefert

(fOIflrf2/f3/f4,f5, )
= (Fu, +it, —u, =i, +u,.. )T,

(g01g1{g2/g3/341g5/ .. .)T
= (4, —u, —tt, +u, +it,...)T.

(20)

Es ist ersichtlich, dass g = fx11 gilt. Unter Berticksichti-
gung von (13) erhilt man die unendlichen Reihen

00 AtZk 00 At2k+l
t)=up Y, (— z —_,
= (2k+1)!
00 k AtZk ) k At2k+1
- E § (2k+1)!°

21

Die Summen in (21) entsprechen den bekannten Reihen-
entwicklungen fiir cos At bzw. sin At, so dass folgt

u(t) =

u(t) = —ugsin At + ug cos At.

1y cos At+ g sin At,
(22)

Die Losungen u(t) und u(t) aus (22) sind konsistent, d. h.
u = du/dt; sie bestitigen zudem die Losung aus (18).

2.2.2 Modifikationen im Falle dimensionsbehafteter
Variablen

Wenn die unabhéngige Variable  mit der Zeit identifiziert
werden soll, haftet ihr z. B. die Dimension s an. Da in die-
sem Falle die Gleichungen (9) und beispielhaft (14) hin-
sichtlich der Dimensionen bzw. physikalischen Einheiten
nicht mehr konsistent sind, miissen im allgemeinen Vor-
faktoren fiir die einzelnen Summanden in die Bewegungs-
gleichung eingefiihrt werden, die dann den verwendeten
Einheiten Rechnung tragen.

Fiir (14) wiirde man etwa eine GréBe wg mit der Di-
mension 1 / s, also der Dimension einer Frequenz, derart
einfithren, dass

i+ ku = i + wiu = 0. (23)

Die Gleichung (23) kann wieder geschlossen gelost wer-
den. Man erhilt als allgemeine Losung

u(t) = c1 cos wyt + ¢3 sin wot, (24)
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was sich durch Ableiten und Einsetzen in die urspriingli-
che Bewegungsgleichung (23) verifizieren lésst.

Die Zuriickfithrung auf Anfangsbedingungen uy und
1 erfolgt analog zu (16):

Ccos wotgp

U sin wyty c1
1o —wy sin wyty wq cos wpty) \ 2
1 .
cos woty —— sin woty
c1 wo Up
= .
Co . Up

1
sin wgtg  — cos wyty
wo
(25)
Man erhalt
u(t)= ug (cos wot cos wyty + sin wyt sin woty) +
uy , . .
+ on (sin wyt cos woty — cos wyt sin wyty)
0
(26)
und schlieBlich
g .
u(t) = ug cos woAt + . Sin woAt. (27)
0

Nachfolgend wird gezeigt, wie man die Losung zu (23)
alternativ durch Anwendung von (9) bis (13) gewinnt.

Mit f(u) = —w}u ergibt sich die Hamilton-Funktion zu
w2 i 2
P:w57+7:%(w5u2+u). (28)

Einsetzen in (12) liefert

(fo.fr for - )T

= (u,u, w%u —w% u, wéu wé )F (9)
(80,81,82, )T
= (1, —w3u, —w3 1, wiu, wi i, —wbu,...)T

Wie schon aus (20), so ist auch aus (29) ersichtlich, dass
Sk = fry1 gilt.

Unter Beriicksichtigung von (13) und analog (21) folgt

% At
= Uy 2 7(1)0 ))
k=0
Uy k(woAf)ZkJrl
20y qylost) 30
+ ,EO( Ty (30)
bzw.
woAt)
) —iig 2 7)‘
CU At 2k+1
—w@otio Z 2k+)1) 61
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und somit wieder unter Ersetzung der Summen durch sin-
bzw. cos-Ausdriicke:

U
ug cos woAt + —Y sin woAt,
Wo (32)

u(t) =
u(t) = —woug sin woAt+ 1y cos wyAt.

Die Losungen u(#) und u(t) aus (32) sind wiederum (auch
hinsichtlich der Dimensionen bzw. physikalischen Einhei-
ten) konsistent, d.h. # = du/dt, und bestitigen damit
die Losung (27).

Nachfolgend soll gezeigt werden, dass das alternati-
ve Verfahren, es entspricht einer nummerischen Integra-
tion basierend auf Liereihen, verwendet werden kann, um
Losungen fiir Bewegungsprobleme zu berechnen, fiir die
keine geschlossenen bzw. exakten Darstellungen existie-
ren. Natiirlich ist das alternative Verfahren nur fiir diesen
Fall gedacht - die Anwendung auf das Beispiel diente der
Validierung.

2.3 Ungedampfter Oszillator unter Einfluss von
Zentralkraften

Fiir die Duffing-Gleichung!
i + whu+eu® =0 (33)

ist bisher keine geschlossene bzw. exakte Losung bekannt.
Es liegt jedoch eine neu entwickelte analytische Losung
10. Ordnung vor (Schneider et al. 2007), die hier zur Kon-
trolle der nummerischen Integration dienen kann.

Zunichst ist die Hamilton-Funktion fiir die Bewegungs-
gleichung (33) aufzustellen. Man erhilt

F= w%”; + ”22 + 5%4 = (w%uz + Jeut+ u2) , (34)
so dass gilt:

2—5 = w%u + eu, g—i =1u (35)
Die einzelnen f; ergeben sich damit beispielhaft zu

fo= +u,

A= +u,

f2 :—w%u— e uu,

fa =—wii— 3¢ u?i, (36)

fa =twiu + 3e2utu—6en” ut 4e wiu?u,
f5 =+wgi +27e2uti —6¢ i1+ 24¢ wiui,

Nunmehr soll der Ablauf der nummerischen Integration
an einem Beispiel gezeigt werden.

2.3.1 Nummerische Integration und Genauigkeit

Nach Einsetzen nominaler Werte fiir die Parameter wy
bzw. ¢ und Auswertung der f; mittels gegebener bzw. ge-
wdhlter Anfangswerte kann die Summenbildung nach
(13) erfolgen. Dazu ist lediglich noch eine Schrittweite At
zu wahlen. Wie bei der gewohnlichen nummerischen In-
tegration, so ist auch hier die optimale Kombination von
Schrittweite und Entwicklungsgrad der Reihenentwick-
lung in der Regel nicht von vornherein theoretisch exakt
angebbar. Vielmehr ist eine gute Kombination oft nur
nach ausgiebigen nummerischen Tests und in Verbindung
mit problemspezifischen Uberlegungen zu finden.

Fir alle Testrechnungen gelten die nominalen Werte
wog=1e¢= ﬁ fiir die Parameter und die Startwerte
to =0, uy=1, T/.l(]: 0. 37)
Gesucht sei der Funktionswert u(t, = 10) mit hochst-
moglicher Genauigkeit. Die Kontrolle ist mit der erwdhn-
ten analytischen Lésung 10. Ordnung gegeben, wobei
»Ordnung« auf den Kleinheitsparameter ¢ = ﬁ Bezug
nimmt. Der Fehler der analytischen Losung liegt fiir das
gewihlte Beispiel daher im Bereich von (1/100)!1 =
10722,

Da wy = 1 gewidhlt wurde, wire eine komplette
Schwingung nach t = 271 beendet. Abb. 1 zeigt den Ver-
lauf bis ¢, = 10 also ca. 1.6 Schwingungen. Die gesuch-
te (bzw. Soll- oder Vergleichs-) Losung lautet demnach
(AL ... Analytische Losung)

uar(te = 10)=—0.817796 750 909 046 000 300 55. (38)

Dieser Wert soll nun moglichst genau mittels der num-
merischen Integration reproduziert werden. Zunichst ist
eine Schrittweite At zu wihlen. Es ist nicht zu erwarten,
dass hier ein einziger Schritt geniigt, d.h. At = t, — £,
wdhlbar ist. Vielmehr stellt eine Viertelschwingung eine
obere Grenze fiir praktikable Schrittweiten dar, hier also
At =2m/4 = /2 ~ 1.57. Wir testen hier zunichst mit
At =1.

Als nichstes muss fiir die praktische Rechnung ein
kmax, d.h. ein maximaler Entwicklungsgrad fiir die
Liereihen-Entwicklung, festgelegt werden. Wir wéihlen
z.B. kmax = 10, so dass etwa fiir fio die zehnfach ge-
schachtelte Poisson-Klammer

fo = {{{{{{{{{/o, F},F},F} ,F} ,F} F} F} F} F} F}

(39)

1 Anmerkung zur Dimension von ¢: Falls die unabhingige Va-
riable t wieder als Zeit identifiziert wird und somit etwa die
Dimension s trigt, besitzt ¢ die Dimension 1/s%. Wenn zusétz-
lich die abhédngige Variable u mit einer Auslenkung identifiziert
wird und somit etwa die Dimension m trigt, besitzt ¢ die Dimen-
sion 1/m?s% Sofern die Variablen ¢ und u dimensionslos sind, ist
auch der Parameter ¢ dimensionslos. Gleiches gilt fiir w,.
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0.53667570928655031784195
-0.42250916614939679315679
-0.99149342416312467378113
-0.64177525597213094844701

0.30121213607024730649102

0.96612121367305845762530

0.73601895630822996552899
-0.17483608957477960552654
-0.92432293866994835630546
-0.81779675090904600030055

O VW O J o Ul B WN R

=

Abb. 1: Zeitreihe u(t) unter Hervorhebung ausgewzhlter Epochen t; (zugehtrige Zahlenwerte u(t) angegeben mit

23 signifikanten Stellen)

aufgestellt und ausgewertet werden muss, was z. B. mittels
MATHEMATICA™ hochst einfach erfolgen kann. Nach
(13) und mit gy = fx.1 berechnet man die Losung mittels

kmax Atk

u(t) =3

kfo Wfk‘uo,l;lo,

(40)
kmax+1 A pk—1

u(t) = mfk‘uo,uo'

k=1

Fir die Berechnung von u (f) muss also zusitzlich ein
fkmax+1 bestimmt werden. Man erhélt dann nach einem
Integrationsschritt, also zur Epoche t =1-At =1-1 =1,
die Werte (NI ... Nummerische Integration)

ke =10(4 = 1) = 10,536 675318,

(41)
'kmaX:10
UNT (t=1) = —0.846505911... .

Der Wert un;(t = 1) stimmt mit dem Wert w4 (f = 1)
also nur in den ersten 6 signifikanten Stellen tiberein.
Um zu sehen, ob dieser Fehler der Ordnung O(10~7)
tatsdchlich die Genauigkeit der NI mit der bisher ge-
wihlten Kombination Schrittweite/Entwicklungsgrad re-
préasentiert, gibt es eine sehr einfache Mdéglichkeit: man
rechnet mit den gleichen Formeln vom erreichten Zu-
stand riickwirts, wobei At || —A#, u(tg) || u(t) sowie
u(ty) ||u(t), und bestimmt die resultierende Abweichung
von den zuvor giltigen Startwerten. Diese Abweichung
ist ein MaB fiir die Genauigkeit des durchgefiihrten Inte-
grationsschrittes. In unserem Beispiel ergibt sich

i =10(t = 0) = 1+ 0.000004103.... ,

Kmax=10 (42)
uni.  (t=0) =
Vergleicht man die Werte (42) mit den Startwerten (37), so
wird die Genauigkeit der NI von lediglich etwa O(107)
und damit das Ergebnis aus obigem Vergleich mit der AL
bestitigt. Diese Genauigkeit ist noch nicht befriedigend,
so dass vor einem Weiterschreiten Richtung t, zunichst
die Genauigkeit des Einzelschritts erhdht werden muss.

—0.000006731....
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2.3.2 Methoden zur Erhohung der
Integrationsgenauigkeit

Eine Erh6hung der Integrationsgenauigkeit kann erfolgen
durch Wahl eines erh6hten Entwicklungsgrades kpax der
Liereihe und/oder Verringerung der Schrittweite At. In
unserem Beispiel kénnte man also zunichst die Wahl ei-
nes hoheren Entwicklungsgrades fiir die Reihenentwick-
lung versuchen. Mit kpax = 15 folgt etwa

ukee=15(t = 1) = 10.536 675707897 ...,

(43)
ifme=13 (p 2 1) = —0.846501270259. ..
und nach der Riickrechnung
ukme=15(p = 0) = +0.999999 998575,

(44)

i1 (4 = 0) = —0.000 000 003 266.. .. .

Sowohl der Vergleich Vorwirts-Riickwérts-Rechnung, als
auch der Vergleich AL vs. NI deuten nunmehr auf eine
Genauigkeit fiir den Einzelschritt von O(10~?) hin. Der
Aufwand, drei zusitzliche signifikante Stellen gewonnen
zu haben, wurde mit einem unverhiltnisméBig scheinen-
den hoheren Aufwand an Poisson-Klammer-Bildungen
erkauft. Statt kpax zu erhohen, sollte eher an eine Ver-
ringerung der Schrittweite gedacht werden.

Zu diesem Zweck wurde das Beispiel erneut durch-
gerechnet (mit jeweils kypax = 10) und als Ausgangs-
schrittweite At = /4 gewédhlt. Um nachfolgend die
Genauigkeit zu steigern, ist die Schrittweite sukzessi-
ve halbiert worden; bis zum Erreichen eines maximalen
(Einzelschritt-)Fehlers von der Ordnung O(e!?) = 10722,

Tab. 2 zeigt, dass in diesem konkreten Beispiel nach 5
Schrittweitenhalbierungen (was letztlich einem 1/256 der
Periodendauer entspricht) eine Genauigkeit von mindes-
tens 23 signifikanten Stellen fiir den Einzelschritt der NI
erreicht worden ist.

SchlieBlich bleibt die urspriingliche Aufgabe zu lésen,
d. h. der Zahlenwert fiir u(f, = 10) mit hoher Genauigkeit
zu bestimmen. Da t = 10 kein ganzzahliges Vielfaches
von 71/128 = 0.0245437. .. ist, wird die Schrittweite im
Folgenden auf At = 0.025 = 1/40 festgelegt, so dass 400
aufeinanderfolgende Einzelschritte fiir die NI von ty = 0
bis t, = 10 notwendig werden.
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Tab. 2: Genauigkeit eines Einzelschrittes der nummerischen Integration

Schritt- Hin-Rechnung Riick-Rechnung
welte uy(t=1- A1) diy{(£=1- A1) wy(t=0) tiy (1=0)
At .
Uy (t=1-At) usorr (t=0) tisor. (£=0)
n 0.70458557403710969762734  -0.71226915278311457095023  1.00000029921114401404192  -0.00000045251210003579419
4 0.70458559603048336571242 1 0
n 0.92314713317227767942307  -0.38622291629466186733677  1.00000000010693873672807  -0.00000000009285233011729
8 0.92314713317779770341787 1 0
T 0.98059499032604903971845  -0.19700358864960047177275  1.00000000000002891131676  -0.00000000000001289493648
16 0.98059499032605039687758 1 0
T 0.99513669091644179450577  -0.09899255183097833099550  1.00000000000000000724355  -0.00000000000000000162564
32 0.99513669091644179483770 1 0
0.99878341809258121086974  -0.04955775434080910377594  1.00000000000000000000178  -0.00000000000000000000020
64 0.99878341809258121086982 1 0
T 0.99969580734122423945251  -0.02478656616236079357912  1.00000000000000000000000  -0.00000000000000000000000
128 0.99969580734122423945251 1 0
Tab. 3: Genauigkeit des Endergebnisses der nummerischen Integration
Einzelschritt n t=n-At up(t) fur Kpa.=10 uy (1) (Lsg. 10. Ordnung) | Aupi_ar (8]
1 0.025 0.99968439193154056407663 0.99968439193154056407663 <1-102
2 0.050 0.99873777088422340058848 0.99873777088422340058848 <1-1072
3 0.075 0.99716074617907854866116 0.99716074617907854866117 1-10723
39 0.975 0.55766783193137868294702 0.55766783193137868294719 17-10°%
40 1.000 0.53667570928655031784178 0.53667570928655031784195 17-10°%
41 1.025 0.51534721515761530863632 0.51534721515761530863649 17-10%
199 4.975 0.27721657819626434994583 0.27721657819626434994591 8-1072
200 5.000 0.30121213607024730649093 0.30121213607024730649102 9-1072
201 5.025 0.32501927485819028209498 0.32501927485819028209507 9-1072
359 8.975 -0.91444825329524494142037 -0.91444825329524494142043 6-10723
360 9.000 -0.92432293866994835630540 -0.92432293866994835630546 6-10723
361 9.025 -0.93361501733753773955593 -0.93361501733753773955598 5-10723
398 9.950 -0.84565076125189914313821 -0.84565076125189914313833 12:10%
399 9.975 -0.83198553758367316247141 -0.83198553758367316247154 13-10%
400 10.000 -0.81779675090904600030041 -0.81779675090904600030055 14-10%

Tab. 3 zeigt, dass die Genauigkeit des durch aufeinan-
derfolgende Einzelschritte erzielten Endergebnisses (zu-
mindest in diesem Beispiel) in der gleichen GréBenord-
nung liegt, wie die der Einzelschritte selbst. Die Bewe-
gungsgleichung des Duffing-Oszillators wurde also mit
einem Fehler der Ordnung O(e22) nummerisch inte-
griert.

Nun soll anhand dieses Beispiels getestet werden, bis
zu welcher Genauigkeit die NI noch mit der AL ohne einen
unakzeptabel hohen Rechen- bzw. Zeitaufwand mithal-

ten kann. Es stellte sich heraus, dass eine Kombination
von kmax = 12 und At = 0.004 = 1/250 zum ge-
nauesten Ergebnis fiihrt, bei noch vertretbarem Aufwand.
Hohere Entwicklungsgrade sind zwar noch maglich (bis
kmax = 15), jedoch erhéht sich die benétigte Rechenzeit
dann schon betrichtlich. Wie bereits angedeutet, wiirde
hier eine Verringerung der Schrittweite vergleichsweise
mehr einbringen. Mit der genannten Kombination erhélt
man fiir den ersten Einzelschritt das Ergebnis
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2.5-103°
2.-1073¢
1.5-1073°
1.-10736
5.-10737

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Abb. 2: Zeitreihe fiir AF, berechnet aus den durch nummerische Integration erzielten Einzelwerten v und ¢ fiir die 2501

Epochen von t,=0 bis t.=10 (At=1/250)

-2.0-107% v \/5\/ v \/ \-—9/\].

Abb. 3: Zeitreihe der Residuen fiir die Bewegungsgleichung

Hin: ul;\',"l"“:lz(t =0.004) =
+0.999 991920011 096 526 193 060434 376 201 066 868 172705... ,

Hin: =% (t = 0.004) =
—0.004 039 988 903 477 377 073 442 361 747 996 021 009 982 801 ... . ,

Riick:  ufm=12(¢ = 0) =

+0.999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 823 513.... . ,

Riick: ull(\}"fru (t=0)=
++0.000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 002110... .

(45)

Fiir den ersten Einzelschritt betrdgt der Fehler also et-
wa 10740, Bei der NI iiber das gesamte Intervall hinweg
(bis £, = 10) konnte sich dieser Fehler akkumulieren. Ei-
ne Moglichkeit, fortlaufend die Genauigkeit der Losung
zu testen, besteht in der Uberpriifung der Konstanz der
Hamilton-Funktion F.

Aus Abb. 2 erkennt manz, dass der nominale Wert fir
die Hamilton-Funktion zumindest im betrachteten Inter-
vall im Bereich von 10736 konstant bleibt. Der gesuchte
Endwert betrigt

w12 (1, = 10) =
—0.817 796750 909 046 000 300 541 417 100 747 022 534 436 887 ... .
(46)

Eine unabhingige Kontrolle soll nun wiederum mit-
tels der AL erfolgen. Zu diesem Zweck muss diese zu-
nédchst um einige Ordnungen erweitert werden. Um die

2 mit F = Fo+ AF, wobei Fy = F(to) = (B3 + Leuf+ i)

3 (12124 5 5 - 144 02) = 305 = 0.5025

374 | zfv 6/2007 132.]q.

Einzelschrittgenauigkeit der NI zu erreichen, miisste fiir
e =1/100 also eine Erweiterung bis zur 20. Ordnung
erfolgen. Dieses ist nach der urspriinglichen Methode
(Schneider et al. 2007) problemlos moglich und wurde
auch entsprechend umgesetzt. Mit der AL 20. Ordnung
erhilt man

llAL(t = 0004) =
+0.999 991920011 096 526 193 060 434 376 201 066 868 165917 ... . ,

uAL(te = 10) =
—0.817796 750909 046 000 300 541417 100747 021 162665 860. . . .
(47)

Vergleicht man diese Werte mit denen der NI, so werden
die Aussagen zum lokalen und globalen Fehlerverhalten
der NI voll bestitigt: Die Uberpriifung der Konstanz der
Hamilton-Funktion liefert fiir die NI unmittelbar die Gro-
Benordnung des globalen Integrationsfehlers. Der lokale
Fehler einer NI mittels Liereihen kann hingegen aus einem
Vergleich von kurzzeitiger Vorwirts-Riickwértsrechnung
unmittelbar gewonnen werden.

Die AL lasst sich ebenfalls kontrollieren: man kann
z.B. die in der Bewegungsgleichung auftauchenden Ab-
leitungen formal bilden und die jeweils benotigten no-
minalen Werte (hier ii(#;) und u(t;)) fir beliebige Epo-
chen f; unmittelbar berechnen. Mit diesen kann dann
die notwendige Bedingung nachgepriift werden; namlich
ob nach Einsetzen die Bewegungsgleichung mit der ge-
wiinschten Genauigkeit erfiillt ist, siehe Abb. 3.

Fazit: Die analytische Losung fiir den Duffing-
Oszillator kann problemlos bis zur 20. Ordnung aufge-
stellt werden (bedeutet fiir das obige Beispiel einen Fehler
der GroBenordnung (1/100)?' = 10~%2); wahrschein-
lich noch dartiber hinaus. Die nummerische Integration
des Duffing-Oszillators ist ebenfalls mit hoher Genauig-
keit moglich. Anforderungen an akzeptable Rechenzeiten
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begrenzten die erreichbare Genauigkeit in unserem Bei-
spiel auf O(1073%). Die globale Genauigkeit lag hier um
etwa 4 GréBenordnungen niedriger, als die lokale Genau-
igkeit. Diesen Genauigkeitsverlust, der insbesondere bei
kleinen Schrittweiten in Verbindung mit vielen Einzel-
schritten zu erwarten ist, gilt es stets zu beachten - erst
recht bei gewohnlichen nummerischen Integrationsver-
fahren.

Fiir das hier betrachtete vergleichsweise einfache me-
chanische Schwingungsproblem ist die AL der NI noch
tiberlegen, zumal die Untersuchung des Losungsverhal-
tens im vorteilhaften Spektralbereich erfolgen kann. Fiir
kompliziertere Bewegungsprobleme (z.B. Satellitenbah-
nen) ist zu erwarten, dass die NI mittels Liereihen eben-
falls vergleichsweise hochgenaue Losungen liefern kann.

Zum Abschluss soll fiir das obige Beispiel die Ein-
zelschrittgenauigkeit der NI noch auf einem alternativen
Weg bestimmt werden; wobei wiederum ausgenutzt wird,
dass hier tatsédchlich eine AL verfligbar ist.

Um fiir die Reihenentwicklung einer Funktion u(#) ei-
ne Restgliedabschitzung durchfithren zu kénnen, muss
diese Funktion explizit bekannt sein. Dies ist z.B. bei
Approximationsproblemen der Fall, aber eigentlich nicht
in unserem Beispiel, da wir eine Losung fiir die Funk-
tion u(t) ja gerade erst durch NI gewinnen wollen. Um
die getroffene Aussage zur GroBenordnung des lokalen
Fehlers (10~47), gewonnen aus dem Vergleich Vorwirts-
Riickwérts-Rechnung, trotzdem im Sinne einer Restglied-
abschitzung bestitigen zu kénnen, verwenden wir die er-
wihnte AL fiir u(t).3

Im Falle einer gewohnlichen Taylorreihen-Entwicklung
(mit dem Entwicklungspunkt £g)

00 o k
u(t) = Z t k!tO)

k=0

u® (tg) (48)

kann, falls u analytisch ist, #(¢) mittels der Taylorformel
zerlegt werden in eine Summe aus Taylorpolynom P(t)
vom Grad kmax und ein zugehoriges Restglied R(t):

U(E) = Pryey (£) + Ry 41 (£) + - -+ =

kia“x (t _ to)k

o 1 (to) (49)

k=0
t—to)kmax+1

Wird die Funktion u(#) durch das Taylorpolynom P(#)
ersetzt bzw. approximiert, dann kann das Restglied R(¥)
verwendet werden, um den resultierenden (absoluten) Ap-
proximationsfehler zu bestimmen. Fiir die Angabe des re-
lativen Fehlers wiirde man dann |R(#)/u(t)| bilden. Es

3 Dieses Vorgehen ist also nur in Ausnahmefallen moglich. Al-
ternativ konnten fiir eine Abschédtzung jedoch auch die num-
merisch integrierten Werte u zusammen mit den daraus durch
nummerische Differentiation (ansonsten moglichst zu vermei-
den) berechenbaren Werten u geniigen.

existiert eine ganze Reihe von expliziten Formeln zur
Restgliedabschitzung; die bekanntesten sind die nach
Lagrange und Cauchy. Alle diese Formeln verwenden
einen Zwischenpunkt & € (to,t), der zundchst unbe-
stimmt bleibt, so dass die Restglieder nicht exakt berech-
net, sondern nur (nach oben) abgeschitzt werden kénnen:

(t — to)kmax+1

o (e 50

| Ri 11 ()| < max

Ubertragen auf den Liereihen-Ansatz und unser konkretes
Beispiel erhielte man fiir den ersten Integrationsschritt,
das Intervall ({p = 0,fy = tg+ At = 1/250) iiber-
briickend, die folgende Restgliedabschitzung (und damit
eine Abschitzung des lokalen Fehlers der NI) im Falle
vom verwendeten kpyax = 12:

Ai’13
|Ry3(t)| < max 13!f13|5’

= max

1.0777 - 10~4! -f13|£‘. (51)

Fir fi3 = f13(u, 1) erhilt man nach (12)

. 7 n—1 . 2(7—71)
fra(u,u) = 2 (-1) 2 u 2 anmu™, (52)
n=1(2) m=0(2)

mit den Koeffizienten (unserem Beispiel folgend wurden
dabei wg =1 und ¢ = 1(1)—0 eingesetzt):

a1,0 412 414 41,6 41,8 41,10 41,12

aso 432 434 436 438

[ﬂn,m] = (53)
as,0 dsp2 as54
az,0
und konkret
r 1 24909 255987 68607
50 2500 125000
37368 713529 897561
25 625 31250
6483609 4940217 13577949
10000 50000 25000000
[a ] T __ 4725639 6399729
nm| = 125000 3125000
80071443 60205761
100000000 5000000000
9005661
1250000000
23444883
L T000000000000 i
(54)

Wie man sieht, taucht der Parameter & bzw. f nicht ex-
plizit in f13 auf; dafiir implizit durch die Abhingigkeit
von u bzw. # von t. Um eine Abschitzung vornehmen zu
kénnen, muss also der Wertebereich von u(t) bzw. u ()
im betrachteten Intervall (ty = 0,f; = 0.004) ermittelt
werden. Mit diesen wird dann das Maximum von |f13] in
diesem Intervall bestimmt, siehe Abb. 4.
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Abb. 4: Zeitreihen fiir u(t) (links) bzw. i (t) (Mitte), berechnet mittels der AL 20. Ordnung, und resultierender Verlauf

von fi5 (rechts)

Fiir das Intervall () = 0,#; = 0.004) erhilt man
max|f13(u, )| = 8.81775 und nach Einsetzen in (51) da-
mit als obere Abschitzung fiir das Restglied [Ry3(t)| =
O(10~49). Diese Abschitzung fiir den lokalen Fehler des
ersten Einzelschrittes bestitigt das friithere Ergebnis aus
dem Vergleich Vorwirts-Riickwérts-Rechnung.

3 Schlussbemerkungen

Die Aufstellung der Bewegungsgleichungen fiir einen Os-
zillator unter dem Einfluss einer duBeren Kraft (Reso-
nanzen) sowie eines Oszillators mit Dampfung (Dissipa-
tionsfunktion) erforderte zunichst eine Erweiterung des
grundlegenden Gleichungssystems; die Integration eines
derart bereits weiterentwickelten Systems von Differen-
tialgleichungen wird derzeit untersucht und nummerisch
getestet, womit letztendlich alle Méglichkeiten eindimen-
sionaler Bewegungsprobleme abgedeckt waren.

Die Liereihen-Methodik soll ebenfalls zur nummeri-
schen Integration von Satellitenbahnen unter Einbezie-
hung aller Krafteinwirkungen angewandt werden. Ent-
sprechende Software konnte z.B. anhand des Bahnbe-
stimmungsprogramms UTOPIA der University of Texas
nummerisch getestet werden.

Bei allen bisher untersuchten Beispielen erwies sich je-
denfalls die nummerische Integration mittels Liereihen,
deren Grundkonzept in der vorliegenden Abhandlung an
einfachen Beispielen erldutert wurde, als ungemein effi-
zient verglichen mit den derzeit gebrduchlichen numme-
rischen Verfahren. Der Approximationsfehler lisst sich ei-
nerseits sehr genau abschitzen; zum anderen kann dieses
nummerische Integrationsverfahren einem jeweils vorlie-
genden speziellen Problem jederzeit optimal angepasst
werden.
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