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Zusammenfassung

Mit der Aufnahme sonstiger bislang nicht normierter Ver-
fahrensvarianten wie das Discounted-Cash-Flow-Verfahren
(DCF-Verfahren) in die Wertermittlungsverordnung (WertV)
entsteht der Bedarf der Ableitung der durchschnittlichen
marktiiblichen Verzinsung des Verkehrswerts von Investment-
objekten. Fiir die Analyse der Diskontierungszinssatze, die auf
Grundlage geeigneter Kaufpreise nach den Grundsatzen des
Ertragswertverfahrens erfolgen soll, werden die Ldsungs-
algorithmen zur Nullstellenbestimmung von Polynomen be-
notigt. Die Nullstellensuche nach Newton mittels Taylor-Rei-
henentwicklung bildet als iterative Losungsbeziehung einen
Schwerpunkt in diesem Artikel. Eine automatisierte Losung
zur Ermittlung aller Nullstellenlésungen wird erganzend vor-
gestellt. Die vorherrschende Fachmeinung zu Auswirkungen
von mehrmaligen Vorzeichenwechseln bei den periodischen
Uberschiissen auf die eindeutige Losbarkeit des Diskontie-
rungszinssatzes wird nachweislich widerlegt.

Summary

With the acceptance of other up to now not standardised
method models as the Discounted Cash Flow Method in the
Valuation Ordinance the need to evaluate the average usual
market rate for the market value of investment properties
emerges. For the analysis of discounting yields, which should be
derived from qualified purchase prices according the principles
of the Capitalization Method, the formulae to analyse the roots
of polynomials have to be evaluated. This paper focuses on an
iterative solution method to find roots according to Newton
by Taylor-Series Expansion. An automated solution to analyse
all root solutions is additionally presented. The prevailing
opinion among experts on the implication of repeated changes
of sign by periodic surpluses on the definite solubility of the
discounting yield will be demonstrably disproved.

1 Problemstellung

Das vom Bundesministerium fiir Verkehr, Bau und Stadt-
entwicklung (BMVBS) einberufene Sachverstindigen-
gremium hat in seinem Anfang des 2. Quartals 2008
veréffentlichten Bericht zur Uberpriifung des Wertermitt-
lungsrechts ausgefiihrt, dass es insbesondere bei Invest-
mentobjekten mit verdnderlichen Nutzungseinheiten
und unterschiedlichen Vertragslaufzeiten sinnvoll sein
kann, den Ertragswert auf der Grundlage periodisch un-
terschiedlicher Ertrdge zu ermitteln. Es handelt sich al-
lerdings beim DCF-Verfahren nicht um ein einheitlich
normiertes, sondern um ein in verschiedenen Varianten

praktiziertes Verfahren (BMVBS 2008). Eine Regelung
sollte daher einerseits flexibel formuliert, andererseits
aber darauf ausgerichtet sein, den fiir die Zwecke der Ver-
kehrswertermittlung notwendigen Rahmen zu setzen.

Der Formulierungsvorschlag zum DCF-Verfahren lautet:
Im Ertragswertverfahren auf der Grundlage periodisch
unterschiedlicher Ertrige wird der Ertragswert aus den
durch gesicherte Daten abgeleiteten periodisch erzielba-
ren Reinertrigen innerhalb eines Betrachtungszeitraums
und dem Restwert des Grundstiicks am Ende des Betrach-
tungszeitraums ermittelt. Die periodischen Reinertrige
sowie der Restwert des Grundstiicks sind jeweils auf den
Wertermittlungsstichtag abzuzinsen.

Zur Abzinsung ist ein Diskontierungszinssatz einzufiih-
ren. Der einheitliche marktgerechte Diskontierungszins-
satz kann als interner ZinsfuB3 direkt aus Kaufpreisen
(Beobachtungen) vergleichbarer Immobilien abgeleitet
werden. Alternativ kann der Diskontierungszinssatz auf
Grundlage des Diskontierungszinssatzes bei anderen An-
lageformen abgeleitet werden.

2 DCF-Verfahren

Der Betrachtungszeitraum fiir das DCF-Verfahren soll
hochstens zehn Jahre betragen. Ein wichtiges Kriterium
fiir die Bemessung ist die Laufzeit der Mietvertrége. Der
Restwert ergibt sich regelmiBig im allgemeinen Ertrags-
wertverfahren aus den nachhaltigen Ertrdgen sowie dem
Bodenwert. Damit handelt es sich beim DCF-Verfahren
im Wesentlichen um eine alternative Darstellungsweise.
Verdnderungen der Ertrige werden beim DCF-Verfahren
zunichst in unterschiedlichen Perioden dargestellt und
anschlieBend die nachhaltigen Ertrége beriicksichtigt.

Uber sonstige Bestrebungen zur Standardisierung
des DCF-Verfahrens hat bereits Forkert (2007) berich-
tet. Verschiedene Institutionen wie die Gesellschaft fiir
immobilienwirtschaftliche Forschung e.V. (gif e.V.) und
der Bundesverband der Immobilien-Investment-Sachver-
stindigen e.V. (BIIS) haben Konzepte hierzu entwickelt
und vorgelegt.

Ziel des BIIS-Vorschlags war es, ein marktorientier-
tes Verfahren zu entwickeln, welches konsequent auf den
Grundsitzen des Ertragswertverfahrens nach der WertV
und der BelWertV aufsetzt und somit die Vorziige des
DCF-Verfahrens mit den Forderungen der deutschen
Wertermittlungspraxis vereinen soll.
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Die gif e. V. hatte nicht die Konformitit mit der WertV
zum Ziel, ihr ging es lediglich darum, einen Standard zu
entwickeln, welcher die Anwendung von DCF-Verfahren
erleichtert und besser nachpriifbar macht. Zur Vorge-
hensweise wird empfohlen, die Uberschiisse fiir die pe-
riodische Betrachtung des DCF-Verfahrens aus den Voll-
stindigen Finanzplanen (VOFI), die z.B. im Rahmen von
Basel II zur Transparenz der zukiinftigen Geldfliisse des
Immobilienbestandes ohnehin vorliegen, zu ibernehmen
(gif e. V. 2006).

2.1 Modellbildung

Das DCF-Verfahren wird tiblicherweise durch einen pe-
riodischen Anteil mit einem Betrachtungszeitraum von
10 (bis 15) Jahren und die nachfolgende Ermittlung eines
Restwertes beschrieben. Innerhalb der Detailphase werden
die Einnahmen und Ausgaben zu einem Netto-Zahlungs-
strom auf Jahresbasis zusammengefasst. Zu den positiven
Einnahmen zédhlen die Mieten, die Verwaltungskosten-
umlage bei Gewerbeimmobilien und Sondereinnahmen
(z.B. Einnahmen aus Werbefldchen, Mobilfunkantennen).
Fehlende Einnahmen resultieren aus dem Mietausfall. Zu
den Ausgaben zédhlen die Bewirtschaftungskosten, we-
gen Leerstand nicht umlagefidhige Betriebskosten, auf-
grund von Mietvertrdgen nicht umlegbare umlagefihige
Betriebskosten, Modernisierungs- und/oder Instandset-
zungskosten sowie Kosten bei Mieterwechseln (Umbau-
und Vermarktungskosten). Fiir den Cashflow wird ein
nachschiissiges Modell unterstellt. Der Marktwert ergibt
sich zu

- - E -A
MW = Wert = E IAI +E2 ZAZ o +£n. (1)
q q q q
MW Marktwert
E; Einnahmen im Jahr i (nachschissig), fehlende Ein-
nahmen werden gleichfalls berticksichtigt

A; Ausgaben im Jahr i (nachschiissig)

R Restwert

p  Diskontierungszinssatz

q  Diskontierungsfaktor g=1+p (2)
n

periodischer Betrachtungszeitraum, hiufig 10 Jahre

Die Ableitung des Restwertes R iiber den Rohertragsfaktor
(gif e.V. 2006), das statische Ertragswertverfahren (BIIS
2006) oder ggf. als Barwert einer ewigen Rente erlaubt
methodisch eine vollstindige Trennung zwischen dem
DCF-Verfahren fiir den periodischen Betrachtungszeit-
raum und dem gewihlten Wertermittlungsverfahren fiir
die anschlieBende Restnutzungsdauer der Immobilie. Mit
statischem Ertragswertverfahren ist hierbei das allgemeine
bzw. erweiterte Ertragswertverfahren gemeint. Kann der
Immobilie nach Ablauf des periodischen Betrachtungs-
zeitraumes nur noch eine kurze wirtschaftliche Restnut-
zungsdauer zugestanden werden, so sollte die periodische
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Betrachtungsphase um diesen Zeitraum erweitert werden.
Der Restwert ergibt sich dann aus Bodenwert abziiglich
der Abrisskosten (gif e. V. 2006).

2.2 Diskontierungszinssatz

Der einheitliche marktgerechte Diskontierungszinssatz
kann als interner ZinsfuB3 direkt aus Kaufpreisen (Beob-
achtungen) vergleichbarer Immobilien abgeleitet werden.
Ziel ist es dabei, anhand der Barwertformel den internen
Zinssatz zu berechnen, bei dem die Summe aller diskon-
tierten Reinertrage zuziiglich des diskontierten Restwer-
tes gleich dem vorliegenden Kaufpreis(angebot) einer
Immobilie ist (Forkert 2007). Alternativ kann der Diskon-
tierungszinssatz auf Grundlage des Diskontierungszins-
satzes bei anderen Anlageformen abgeleitet werden.

Die Modellbildung des BIIS geht, um das Ziel der
WertV-Konformitit des DCF-Modells zu erreichen, davon
aus, dass als Diskontierungszinssatz der Liegenschafts-
zinssatz verwendet wird. Auf die Ausfithrungen zur An-
wendbarkeit des Liegenschaftszinssatzes in Forkert (2007)
wird verwiesen.

Als Formulierung zur Ermittlung des Kapitalisierungs-
zinssatzes (neuer Begriff fiir den internationalen Sprach-
gebrauch anstatt Liegenschaftszinssatz) wird vom BMVBS
(2008) vorgeschlagen:

Die durchschnittliche marktiibliche Verzinsung des Ver-
kehrswerts von Grundstiicken soll mit den im Geschdifts-
verkehr zugrunde gelegten Kapitalisierungszinssitzen
(Liegenschaftszinssitzen) erfasst werden. Sie sind auf der
Grundlage geeigneter Kaufpreise und der ihnen entspre-
chenden nachhaltig erzielbaren Reinertrige fiir gleichartig
bebaute und genutzte Grundstiicke unter Beriicksichtigung
der Restnutzungsdauer der Gebdude nach den Grundsit-
zen des Ertragswertverfahrens zu ermitteln.

Fir eine Marktableitung des Diskontierungszinssatzes
sind unterschiedliche Losungsansidtze moglich. Hierbei
kann nach einfachen iterativen und komplexen Modell-
bildungen unterschieden werden.

Ausgehend von der Beziehung zwischen Beobachtungen
und Unbekannten

I=1+v=Ak (3)

fiir die Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtun-
gen wird der vereinbarte Kaufpreis KP als Beobachtung
fiir die Analyse des Diskontierungszinssatzes eingefiihrt
(Schmitt 2005a bis ¢).

E -A E -A E,-A R
KP = 1q1 L+ Zqz 24+ “’qm 10+qT' (4)
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Die vollstindige Ableitung der linearisierten Beobach-
tungsgleichung soll hier nicht weiterverfolgt werden. Die
nachfolgend im Kap. 4.1 dargestellte Linearisierung der
Funktion zur Nullstellenbestimmung mittels Taylor-Reihe
1. Ordnung kann dabei als wesentlicher Ansatz fiir ein
Losungsschema von (4) herangezogen werden. Im sto-
chastischen Modell kénnen zur Vereinfachung - zumin-
dest zunichst - unkorrelierte, gleichgewichtige Beobach-
tungen unterstellt werden. Varianzinformationen fiir die
Kaufpreise konnen Miirle (2007) entnommen werden.

Durch Umformung ergibt sich

KPq"° =(E, - A)g’ +(E, - A)g’ +...+(E, — A,)q'
+E,,—A,)+R . )

Wird x = q gesetzt und f(x) eingefiihrt, so erhilt man

flx)=—-KPx" +(E, - A)x’ +(E, — A))x® +...
+(E, — A))x* +(E, — A,)x!
+E,, —A,)+R . (6)

Die Analyse des Diskontierungszinssatzes kann damit als
Problem der Bestimmung von Nullstellen der Funktion
flx) = 0 interpretiert werden.

3 Mathematische Grundlagen zur
Nullstellenbestimmung

Zur Ableitung des Diskontierungszinssatzes im DCF-Mo-
dell soll folglich auf die Losungsalgorithmen zur Ermitt-
lung von Nullstellen von ganzen rationalen Funktionen
(Polynomen) mit dem Grad n und den Koeffizienten a,
eingegangen werden. Je nachdem ob a, =0 verboten
oder zugelassen ist, spricht man vom genauen Grad oder
Hdochstgrad (Weissinger 1977).

n
fW=0=ax"+a,_x""+. +ar+a, =Y ar'. (7)
k=0

Der Quotient zweier Polynome f;, (x) und g, (x)

(8)

heiBt rationale Funktion. R(x) heiBt eine echt gebrochen
rationale Funktion, wenn der Zihlergrad kleiner als der
Nennergrad ist (m < n); andernfalls wird R(x) als unecht
gebrochen (m > n) bezeichnet. Eine unecht gebrochen ra-
tionale Funktion lisst sich stets darstellen als Summe ei-
nes Polynoms vom Grad (m - n) und einer echt gebrochen
rationalen Funktion:

plx) )

R(x) = qlx)+ .
g,(x)

Der Grad von ¢(x) betrigt (m - n), der Grad von p(x) ist
< n. Einen Sonderfall liefert das Hornerschema.

3.1 Hornerschema
Fiir den Sonderfall des Polynoms
g,x)=(r—x) (10)

erhalten wir mit etwas abgeénderten Bezeichnungen

L g e (11)
x—ux, x—ux,

oder

L@=f_x-x)+a,. (12)

Setzen wir nun x = x,, so folgt

filx)=a,. (13)

3.1.1 Allgemeines Anwendungsprinzip des Hornerschemas

Das nachstehende Schema wird als Hornerschema be-
zeichnet (Weissinger 1977).

Tab. 1: Hornerschema

an an—l an—z al aO
ﬂ na, xra,, 1a, x1a
a, a,, 04, a, a, =fn(x1)

Dabei entsprechen die g, den Summen der iiber ihnen
stehenden Elemente. Es liefert den Funktionswert f, (x) an
der Stelle x = x; und gleichzeitig die Koeffizienten a, des
Polynoms f,_, (x), das durch Division durch (x - x,) aus
() entsteht.

Ist nun f,(x,) =a, =0, so ist
L) =f_x)r-x). (14)
Dies bedeutet, f,(x) ist ohne Rest durch (r - x;) teilbar,
wenn x; eine Nullstelle (Wurzel der Gleichung f; (x) = 0)

ist. SchlieBlich kommt man zu der Produktdarstellung in
allgemeiner Form

@) =ar-x)x-x,) ... (x—x) (15)
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und erhilt den Fundamentalsatz der Algebra:

Eine ganze rationale Funktion von Grad n hat genau
n Nullstellen (bzw. eine algebraische Gleichung n-ten
Grades hat n Wurzeln).

Eine k-fach zdhlende Nullstelle x, = x, = ... = x; fiithrt zu
dem Faktor (r - x,)*. Man nennt k die Vielfachheit der
Nullstelle (Weissinger 1977).

Komplexe Nullstellen treten stets paarweise konjugiert
komplex auf, wenn das Polynom f; (x) reelle Koeffizienten
hat. Dann sind die Faktoren (x - @) und (x — @) konjugiert
komplex und haben ein reelles Produkt (reelle quadrati-
sche Polynome).

Besitzt die Funktion f, (x) r reelle Nullstellen x;, ..., x,
und 2m komplexe Nullstellen «,, «,, ..., «,, @,, WO-
bei r + 2m = n Wurzeln gilt, so lautet die Zerlegung nach
dem Fundamentalsatz der Algebra

L) =a,(r—x) ...
r-a,)r-a,) . (16)

(r-x)r-alr-a) ..

3.1.2 Ermittlung von Nullstellen mit dem Hornerschema

Das Hornerschema lésst sich auch zur Entwicklung eines
Polynoms nach Potenzen von (x - x;) zur Ermittlung von
Nullstellen heranziehen (Weissinger 1977). Nach dem ers-
ten Schritt ergibt sich

Sil@) = [ (@)@ —x)+ A, (17)
mit A, = a,.

Jfn-1(x) ldsst sich in gleicher Weise zerlegen

S = [, -x)+ A, (18)
fortgesetzt bis zu

filx)=a,(xr—x)+A (19)

n-1°

Setzt man ein, so erhdlt man

n-2

L@ =ax-x)+A, (x-—x)"+A, (xr—x)
+ . A -x)+A, . (20)

Zur Ermittlung von Nullstellen sei eine N&dherungslo-
sung x, der Gleichung f;(x) = 0 bekannt. Mit Hilfe der
Entwicklung der Gleichung nach Potenzen von (x - x)
kann der Wert verbessert werden.

fi@)=0=a,(xr—x)" +A, (x—x)"+A, (xr—x)"

+ . +A M —x)+ A,
(21)
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Die 2. Niherung x, kann aus der Approximation 1. Ord-
nung (Koeffizienten A,, Ay) ermittelt werden zu

AO _ ‘fn (xo]

- =X .
’ Al ’ fn—l(xo)

(22)
Weitere Losungsalgorithmen wie der Nullstellensatz von
Weierstrass und Sekantenverfahren bauen gleichfalls auf
der Kenntnis eines Ndherungswertes und der anschlie-
Benden Konvergenz der Folge der verbesserten Nihe-
rungswerte gegen die wahre Nullstelle auf.

3.2 Nullstellensatz von Weierstrass

Der Nullstellensatz von Weierstrass ist ein Spezialfall des
Zwischenwertsatzes:

Ist die Funktion f(x) stetig im Intervall J = [a,b] und ist
fla) <0 (bzw. fla) > 0) und f(b) > 0 (bzw. f(b) < 0), so hat
flx) mindestens eine Nullstelle in J.

Diese Nullstelle ldsst sich mit Hilfe des Halbierungsver-
fahrens ermitteln. Ist x, der Mittelpunkt von J, so werde
mit J' dasjenige der beiden durch Halbierung entstan-
denen Teilintervalle bezeichnet, in dessen Endpunkten
flx) verschiedene Vorzeichen hat. Durch Halbierung von
J’ (Mittelpunkt x,) entstehen zwei Intervalle, von denen
dasjenige J" heiBe, in dessen Randpunkten f(x) verschie-
dene Vorzeichen hat usw. Die Intervalle J, J’, J", ... bil-
den eine Intervallschachtelung, die sich auf die gesuchte
Nullstelle zusammenzieht (Weissinger 1977).

3.3 Sekantenverfahren

Beim Sekantenverfahren nimmt man als Niherungs-
wert der gesuchten Nullstelle den Schnittpunkt x, der
Sehne zwischen zwei bekannten Kurvenpunkten mit der
x-Achse. Dazu muss man als erstes die Funktionswerte
flr)) und f(r,) an zwei Stellen x; und x, berechnen, die
nicht allzu weit von der wahren Nullstelle entfernt sein
diirfen. Die Sehne wird beschrieben durch die Funktion
einer Geradengleichung s(x) durch die beiden Punkte
Py (x| f(x))) und P, (x, | f(x,)).

Sflr) - flr)

2 Jﬁ

s(x) = flx,)+ (r—x,) (23)

Als Losung von s(x) = 0 ergibt sich

X, — X
= — [ S S— . 24
o = I T 4

Der Wert x, kann weiter zu einem Wert x, verbessert wer-
den, wenn man die Sehne zwischen x, und x, zum Schnitt
mit der x-Achse bringt usw. (Weissinger 1977).
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3.4 Eigenwerte

Das Gleichungssystem
Daux, =b (i=1,2,...,m) (25)
k=1

heiBt homogen, wenn alle b; = 0 sind. In Matrizenschreib-
weise: Ax = b ist homogen, wenn b = o.

Das Gleichungssystem besitzt stets die triviale Losung
X = o. Ist der Rang r der Matrix A gleich n, so gibt es nur
die Losung x = o. Gilt jedoch r < n, so sind x,,, X9, - , Xy
beliebig wihlbar. Ist die Determinante det A = 0, so ist der
Rang r von A gleichfalls < n und es existieren nichttri-
viale Losungen x # o und umgekehrt (Weissinger 1978).

Ein Eigenvektor einer Abbildung ist in der linearen
Algebra ein Vektor x # o, der durch eine Abbildung mit
der Matrix A auf ein Vielfaches A von sich selbst ab-
gebildet wird. Jede Losung x # o heiBit Eigenvektor zum
Eigenwert .

Ax = Ax (26)
Die die Eigenwerte definierende Gleichung
(A-AE)xr=0 (27)

stellt ein homogenes lineares Gleichungssystem dar.
Nichttriviale Losungen x#o liegen genau dann vor,
wenn mit der Einheitsmatrix E eingefiihrt gilt

det(A—AE)=0. (28)

Entwickelt man die Determinante, so erhilt man ein Poly-
nom #n-ten Grades in A. Dieses wird als charakteristisches
Polynom bezeichnet (Weissinger 1978).
PA)==1)'A"+(=1)""a, , A" +...4+a,=0 (29)
Die n Nullstellen sind die Eigenwerte, also die Losungen
des Gleichungssystems. In dieser Schreibweise entspricht
a,_, immer der Spur (= Summe der 4;) und a, der Deter-
minante (= Produkt der A;) der Matrix A. Der Eigenvektor
x# 0 (und alle seine Vielfachen) zum Eigenwert A lésst
sich aus (27) bestimmen.

Die Bestimmung von Nullstellen eines Polynoms kann
somit wie die Lésung von Eigenwerten bzw. Eigenvekto-
ren zu einer Abbildungsmatrix A {iber das charakteristi-
sche Polynom interpretiert werden.

4 Analyse des Diskontierungszinssatzes

Mit Hilfe der Linearisierung der zunéchst nichtlinearen
Funktion (umgeformte Beobachtungsgleichung nach (6))
lasst sich eine einfache, iterative Losungsbeziehung fiir
die Verbesserung der gewihlten Niherung der Nullstelle
erreichen. Man spricht hierbei auch von der Nullstellen-
suche nach Newton (Niemeier 2002).

4.1 Linearisierung mittels Taylor-Reihenentwicklung
1. Ordnung

Im eindimensionalen Fall (Diskontierungszinssatz) wird,
ausgehend von einem Ndherungswert x,, an der die Funk-
tion den Wert f(x,) besitzt, eine bessere Nidherung fiir die
gesuchte Nullstelle bestimmt, indem an der Ndherungs-
stelle die 1. Ableitung der Funktion mit den Gliedern
1. Ordnung der Taylor-Reihenentwicklung gebildet wird.
Die Konvergenz wird durch die Einbeziehung der jeweili-
gen 1. Ableitungsglieder des vollstindigen Polynoms ge-
geniiber den Losungsverfahren, die einfach von einer Ap-
proximation 1. Ordnung ausgehen, verbessert werden.

Die Linearisierung von (6) mittels Taylor-Reihenent-
wicklung bis zur 1. Ordnung

€

Sy +x)= flx,)+ (30)

)x xo
mit

Xo  Nidherungswert und
dr  Verbesserung dr = x — x, (31)

ergibt

0=R+(E,
+

Ap)+(Ey = Ay)lr,) +
( )(x ) —KP(x,)"°
( )(x,)’dx + (E, — A,)2(x,) dx
(
(

(B~ A, )
E - A
+(E, — Ay
+(E, — A,)3(x, ) dx +...+(E, — A,)8(x,) dx

+(E, — A,)9(x,)*dx — KP10(x,)’ dx (32)

0=S(E - A)w,)"] +R-KP(z,)'

n-1

+( Z[(E,. —A)n—i)(x,)""'1- KPn(x,)" " )dx (33)

(R~ KP(r,)" + Y I(E, - Az, ]
dr =— = (34)
2IE = A)n = i)(xr,)"""] - KPn(x, )"

KP[XO)” _R_i(Ei _A,‘)(-ro)rkI

dr = (35)

—KPn(x,)"" + Z (E, — A)n—i)(x,)" "
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Beispiel gif: |Standardisierung DCF-Verfahren mittels Taylorreihe 1. Ordnung
Ableitung des Diskontierungszinssatzes
\ \
Periode 1 \ 2 \ 3 \ 4 5 6 7 8 9 10
Einnahmen 582.120 € 582.120€ 551.550€ 614.378€ 634.943€ 577.857€ 610.211€ 558.907€ 659.322€ 455.350€
Ausgaben 38.220 € 38.628 € 91.427 € 53.981 € 49.799 € 133.472¢€ 79.426 € 109.414 € 74173€ 188.051 €
Uberschiisse 543.900 € 543.492 € 460.123€ 560.397 € 585.144€ 444.385€ 530.785€ 449.493€ 585.149€ 267.299€
Kaufpreis € 7.840.858 €
Restwert € 7.912.650 €
Periode Jahre | 10
Diskontierungszinssatz % 5,50
(N&herung) } }
Diskontierungsfaktor 1,0550
(Naherung) | \
| |
Verbesserung fiir 1,05
Diskontierungszinssatz % |
Ergebnis Diskontierungszinss‘atz 6,55
| _
Ermittelter Marktwert 8.426.025 € ; |
(Ndherung Diskontierungszinssatz) Tab. 2: Ableltung des |
| Diskontierungszinssatzes — _
g
Marktwert - Kaufpreis 585.167 € . .
‘ Naherungswert und 1. Iteration —|
\ (A3 gif e.V. 2006) _
Eingabefeld | | |
Ergebnisfeld \ \ \

Die erste Naherung x, erhilt man tiber die Beziehung

x, =x, +dx, (36)
die iterativ mit x, = x, +dr" usw. zur Annidherung an
den wahren Diskontierungszinssatz p angewendet wird.
Gilinstig wirkt sich hierbei die Einfiihrung eines (zwangs-
laufig) numerisch guten Nidherungswertes fiir den Diskon-
tierungszinssatz tiber den Diskontierungsfaktor nach (2)
aus. Es geniigt, den Diskontierungsfaktor gleich Eins zu
setzen.

4.2 Beispiel

Zur Unterstiitzung der Analyse ist die iterative Losungs-
gleichung fiir den Diskontierungsfaktor mit Excel um-
gesetzt worden. Zur besseren Vergleichbarkeit sind die
Tabellenwerte aus der Beispielrechnung im Anhang 3 von
gif e. V. (2006) entnommen.

Fir die Durchfiihrung der ersten Ite-

Nach bereits ein bis zwei Iterationen (Tab. 3) ist in der
Regel der endgiiltige Diskontierungszinssatz 6,50% be-
stimmt. Ein Vergleich der Differenz von Kaufpreis und
Marktwert zeigt jeweils die Abweichung von endgiilti-
gem Diskontierungszinssatz und dem eingefiihrten Néa-
herungswert in kapitalisierter Form.

Alternativ kann im Falle eines Kaufpreisangebots die
abgeleitete Rendite (Ergebnis Diskontierungszinssatz)
mit der Vorstellung bzw. Forderung des Investors (Ndhe-
rungswert Diskontierungszinssatz) verglichen werden.

Im Falle des dritten Iterationsschrittes (Tab. 4) wird be-
reits die vollige Ubereinstimmung mit dem strengen Wert
flir den Diskontierungszinssatz und damit die schnelle
Konvergenz des iterativen Verfahrens deutlich.

Den jeweiligen Marktwert in Abhidngigkeit vom Dis-
kontierungszinssatz zeigt Abb. 1. Der Schnittpunkt mit
der x-Achse entspricht der Nullstellenlésung 6,50% fiir
den Diskontierungszinssatz im Falle eines vereinbarten
Kaufpreis in Héhe von 7.840.858 Euro.

Diskontierungszinssatz

ration zur Analyse des abzuleitenden 10

Diskontierungszinssatzes ist zunéchst 9 \\
ein grober Nédherungswert einzufiihren 8 \\
(Tab. 2). Es wird jeweils die Verbesserung < \\
des Diskontierungszinssatzes ermittelt. y 7 \\
Durch Addition der Verbesserung mit § %J00€ 6.500€ 7.000€ 7.500€ 8.0006~8500€ 9.000€ 9.500€ 10.000€
dem Niherungswert nach (36) wird der N 5 \\ [
verbesserte Diskontierungszinssatz aus- 4
gegeben. —~
3 S
Marktwert T€

Abb. 1: Ermittlung des Diskontierungszinssatz
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Beispiel gif: |Standardisierung DCF-Verfahren mittels Taylorreihe 1. Ordnung
Ableitung des Diskontierungszinssatzes
\ \
Periode 1 \ 2 \ 3 \ 4 5 6 7 8 9 10
Einnahmen 582.120 € 582.120€ 551.550€ 614.378€ 634.943€ 577.857€ 610.211€ 558.907€ 659.322€ 455.350 €
Ausgaben 38.220 € 38.628 € 91.427 € 53.981 € 49.799 € 133.472¢€ 79.426 € 109.414 € 74173€ 188.051 €
Uberschiisse 543.900 € 543.492 € 460.123€ 560.397 € 585.144€ 444.385€ 530.785€ 449.493€ 585.149€ 267.299 €
Kaufpreis € 7.840.858 €
Restwert € 7.912.650 €
Periode Jahre | 10
Diskontierungszinssatz % 6,55
(N&herung) |
Diskontierungsfaktor 1,0655
(Naherung) | \
| |
Verbesserung fiir -0,05
Diskontierungszinssatz % |
Ergebnis Diskontierungszinss‘atz 6,50
| _
Ermittelter Marktwert 7.813.014 € ; |
(Ndherung Diskontierungszinssatz) Tab. 3: Ableltung des |
| Diskontierungszinssatzes — _
g
Marktwert - Kaufpreis -27.844 € .
‘ 2. Iteration =
| (A3 gif e.V. 2006) _
Eingabefeld | | |
Ergebnisfeld \ \ \

Beispiel gif: |Standardisierung DCF-Verfahren mittels Taylorreihe 1. Ordnung
Ableitung des Diskontierungszinssatzes
\ \ \
Periode 1 \ 2 \ 3 \ 4 5 6 7 8 9 10
Einnahmen 582.120 € 582.120 € 551.550€ 614.378€ 634.943€ 577.857€ 610.211€ 558.907€ 659.322€ 455.350 €
Ausgaben 38.220 € 38.628 € 91.427 € 53.981 € 49.799 € 133.472¢€ 79.426 € 109.414 € 74173€ 188.051 €
Uberschiisse 543.900 € 543.492€ 460.123€ 560.397 € 585.144€ 444.385€ 530.785€ 449.493€ 585.149€ 267.299 €
Kaufpreis € 7.840.858 €
Restwert € 7.912.650 €
Periode Jahre | 10
Diskontierungszinssatz % 6,50
(N3herung) } }
Diskontierungsfaktor 1,0650
(Naherung) | \
|
Verbesserung fiir 0,00
Diskontierungszinssatz % \
Ergebnis Diskontierungszinss‘atz 6,50
| _
Ermittelter Marktwert 7.840.858 € ) 1
(Né@herung Diskontierungszinssatz) Tab. 4: Ableltung des |
| Diskontierungszinssatzes — |
Marktwert - Kaufpreis 0€ .
3. lteration =
(A3 gif e.V. 2006) _
Eingabefeld | | |
Ergebnisfeld

4.3 Linearisierung mittels Taylor-Reihenentwicklung
2. Ordnung

Die Linearisierung der Beobachtungsgleichungen mit-
tels Taylorreihe 2. Ordnung kann aufgrund des raschen
Konvergenzverhaltens mittels Taylorreihe 1. Ordnung
unterbleiben. Es wiirde sich ein Losungsschema x;, fiir

quadratische Gleichungen
axr’ +br+c=0 (37)

ergeben, wobei tiblicherweise eine Losung (z. B. negativer
Diskontierungszinssatz) auszuschlieBen wire.

4.4 Automatisierte Losungen mit MATLAB

Beim Geodéitischen Institut Karlsruhe wird auf Grundlage
eines Rahmenvertrages der Universitit Karlsruhe (TH) fiir
technische Berechnungen, die Visualisierung und Ana-
lyse von Daten die hochentwickelte Programmiersprache
MATLAB (MathWorks 2007) eingesetzt.

Es wird wiederum das bekannte Beispiel aus Kap. 3.2
herangezogen. Die Losung des Polynoms zehnten Grades
kann mit der in MATLAB enthaltenen Funktionen fzero
und roots erzeugt werden.
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4.4.1 fzero

Dabei werden bei Anwendung von der Funktion fzero
einfach die Koeffizienten @, des Polynoms nach (6) und
als numerisch gute Niherung fiir den Diskontierungsfak-
tor der Wert 1 eingegeben.

=@l
-7840858%x."10+543900%x."9+543492%x."8+460123"x.
"7+560397%x."6+585144%x."5+444385%x."4
+530785%x."3+449493%x."2+585149%x." 1
+(8179949=267299+7912650)

z = fzero(f,1)=1.065

Die Losung z ergibt sich mit 1,065 fiir den Diskontie-
rungsfaktor bzw. 6,59% fiir den Diskontierungszinssatz.

4.4.2 Roots

Die Anwendung der Funktion roofs basiert auf der Er-
mittlung von Eigenwerten. Gleichfalls werden einfach
die Koeffizienten a, des Polynoms eingegeben. Ein Ni-
herungswert ist bei der strengen Losung iiber Eigenwerte
nicht erforderlich.

p=[-7840858 543900 543492 460123
560397 585144 444385 530785 449493
585149 (8179949=267299+7912650) |
r=roots (p)
r =

1.0650

0.8079 + 0.5862i
0.8079 - 0.5862i
0.3083 + 0.9510i
0.3083 - 0.9510i
-0.9954

-0.8090 + 0.5839i
-0.8090 - 0.5839i
-0.3073 + 0.9478i
-0.3073 - 0.9478i

Man erhilt als Losungen insgesamt zwei reelle Nullstel-
len, wobei die negative Losung fiir die Anwendung aus-
geschlossen wird, und acht (paarweise konjugiert) kom-
plexe Nullstellen. Wiederum erscheint die reelle Losung
mit 6,5 %.

4.5 Simulation

Es sollte nach eingehender Betrachtung der dargestell-
ten Analysemodelle bzw. -ergebnisse die wesentliche Er-
kenntnis nicht unerwdhnt bleiben, wonach ein weiterer
Losungsweg mit der Simulation eingeschlagen werden
kann. Es geniigt, einen geeigneten N&dherungswert in
das Modell zur Ermittlung des Marktwertes einzusetzen.
Uberschreitet das Ergebnis den Kaufpreis, wird der Zins-
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satz in dquidistanten Schritten (z.B. 0,1% oder mehr in
Abhingigkeit von der Abweichung) erh6ht bzw. umge-
kehrt bis letztendlich ndherungsweise Identitat vorliegt.

5 Theorie zu periodischen Uberschiissen mit
Vorzeichenwechsel

Wie bereits in Kap. 4 dargestellt, kann der einheitliche
marktgerechte Diskontierungszinssatz als interner Zins-
fuB direkt aus Kaufpreisen (Beobachtungen) vergleich-
barer Immobilien abgeleitet werden. Ziel ist es dabei,
anhand der Barwertformel den internen Zinssatz zu be-
rechnen, bei dem die Summe aller diskontierten Reiner-
trage zuziliglich des diskontierten Restwertes gleich dem
vorliegenden Kaufpreis(angebot) einer Immobilie ist. Im
Einzelfall kénnen nach Briihl (1999) bei Vorzeichenwech-
seln der Einnahmen-/Ausgabensituation im Betrach-
tungszeitraum Mehrdeutigkeiten in der Losungsfindung
auftreten.

These von Briihl (1999):

Fiir den Fall, dass innerhalb des Betrachtungszeitraums
der Netto-Cash-Flow mehr als einmal z.B. durch Leer-
stinde oder Modernisierungskosten das Vorzeichen wech-
selt (d. h. die Ausgaben die Einnahmen iibersteigen), tritt
rechnerisch das Problem der Mehrdeutigkeit auf, d.h. es
kénnen sich mehrere mathematisch korrekte Lisungen
ergeben.

5.1 Beispiel

Auf Grundlage des bekannten Beispiels, in dem nun aber
die Ausgaben im dritten und siebten Betrachtungsab-
schnitt die Einnahmen {bersteigen (Tab. 5), soll aufge-
zeigt werden, dass die bisherigen Annahmen zur Mehr-
deutigkeit nicht zutreffend sind.

Aus Tab. 5 kann anschaulich nachvollzogen werden,
dass mit Ausnahme der negativen Anderungen der Uber-
schiisse im dritten und siebten Jahr und ansonsten unver-
dnderten Daten der Kaufer folgerichtig mit einer geringe-
ren Rendite einverstanden sein muss.

Der Diskontierungszinssatz kann aus Abb. 2 gleich-
falls mit ausreichender Genauigkeit mit 5% (rechnerisch
5,03 %) entnommen werden.

5.2 Korrektur der Theorie

Zunichst ist allgemein davon auszugehen, dass es fiir
ganze rationale Funktionen f(x) (Polynome) n-ten Grades
mit n + 1 reellen Koeffizienten nach dem Fundamental-
satz der Algebra genau n unter Umstdnden komplexe Wur-
zeln der Gleichung f(x) = 0 gibt. Dies gilt grundsitzlich
unabhéngig von den Vorzeichen der Koeffizienten. Vom
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Beispiel gif: |Standardisierung DCF-Verfahren mittels Taylorreihe 1. Ordnung
Ableitung des Diskontierungszinssatzes
\ \ \
Periode 1 \ 2 \ 3 \ 4 5 6 7 8 9 10
Einnahmen 582.120 € 582.120€ 551.550€ 614.378 € 634.943€ 577.857€ 610.211€ 558.907€ 659.322€ 455.350 €
Ausgaben 38.220 € 38.628€ 600.000€  53.981€  49.799€ 133.472€ 700.000€ 109.414€  74.173€ 188.051€
Uberschiisse 543.900 € 543492 € -48.450€ 560.397 € 585.144€ 444.385€ -89.789€ 449493€ 585149€ 267.299 €
Kaufpreis € 7.840.858 €
Restwert € 7.912.650 €
Periode Jahre | 10
Diskontierungszinssatz % 5,03
(N&herung) } }
Diskontierungsfaktor 1,0503
(N&herung) }
Verbesserung fiir 0,00
Diskontierungszinssatz % \
Ergebnis Diskontierungszinssrtz 5,03
! _
Ermittelter Marktwert 7.841.624 € . |
(Naherung Diskontierungszinssatz) Tab. 5: Ableltung des _
| Diskontierungszinssatzes |
Marktwert - Kaufpreis 766 € .
- Vorzeichenwechsel der =
\ Uberschiisse _
Eingabefeld | | |
Ergebnisfeld \ \ \
Vorliegen nur einer reellen Nullstelle mit Diskontierungszinssatz
ggf. der algebraischen Vielfachheit 1 fiir 7
Polynome n-ten Grades (n > 1) kann ge- 6,5
maB dem Fundamentalsatz tiberhaupt 6 O
(<
nicht ausgegangen werden. ; 5,5 O
. . . . _ m 5 r r r
Entscheidend ist hlerl:')el der Gesamt B, 6p00€ S 50 9.000€ D
verlauf (Trend) der Funktion des Barwerts e
bzw. Marktwerts und nicht der Cash-Flow N s : Tausame
in den einzelnen Zeitintervallen des Be- ’3
trachtungszeitraums. Folglich fiihrt ein Marktwert T€

mehr als einmaliger Vorzeichenwech-
sel des Netto-Cash-Flows in einzelnen
Zeitphasen im Betrachtungszeitraum im
Regelfall zu keiner uninterpretierbaren
Mehrdeutigkeit der reellen Losungen.

Auf die Ausfiihrungen in Kap. 3 und 4 zu den mathe-
matischen Grundlagen wird verwiesen. Die diesbeziiglich
vorherrschende Fachmeinung in der Wertermittlungslite-
ratur kann folglich umgeschrieben werden.

Uberschiisse

6 Varianzkovarianzfortpflanzung im
DCF-Verfahren

Es wird haufig darauf hingewiesen, dass im DCF-Verfah-
ren alle Ansitze kritisch zu wiirdigen und nachvollzieh-
bar zu begriinden sind. Der unterschiedliche Einfluss der
einzelnen Ansitze auf die Hohe des Bewertungsergebnis-
ses ist zu beachten. Insbesondere ist zu beriicksichtigen,
dass sich eine fehlerhafte Ableitung der Marktmiete in
dem periodischen Betrachtungszeitraum und beim Rest-
wert iiber die Laufzeit potenzieren (gif e. V. 2006).

Abb. 2: Ermittlung des Diskontierungszinssatzes — Vorzeichenwechsel der

Auch Kanngieser et al. (2007) weisen darauf hin, dass
neben der nicht ausreichenden Anzahl von Vergleichs-
objekten zur Ableitung des Diskontierungszinssatzes ein
wesentlicher Schwachpunkt des DCF-Verfahrens in der
Schitzung des Verkauferloses am Ende des Betrachtungs-
zeitraumes liegt. Der Restwert kann mit erheblichen Unsi-
cherheiten behaftet sein.

Die Varianzkovarianzanalyse fiir Wertermittlungs-
verfahren ist in Miirle (2007) eingehend untersucht und
dargestellt worden. Dabei hat sich gezeigt, dass bei aller
Vorsicht bzw. Kritik, die sich gegen die Anwendung des
Verfahrens als Wertermittlungsverfahren wendet, eine
wesentliche Erkenntnis nicht verkannt werden darf.

Samtliche Einfliisse auf die Ergebnisvarianz — mit Aus-
nahme der ggf. zum Stichtag anfallenden Investitions-
kosten - erfahren tiber die an den jeweiligen Laufzeiten
der Perioden im Betrachtungszeitraum orientierten Po-
tenzen des invertierten Diskontierungsfaktors im Quadrat
eine nicht unerhebliche Ddmpfung. Die Einfiihrung von
marktorientierten GréBen wird vorausgesetzt. Eine pau-
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schale Abwertung der Methode aufgrund von Schwéchen
in der Varianzfortpflanzung kann insoweit nicht unein-
geschriankt vertreten werden.

Damit kann auch im Hinblick auf die vorgesehene Auf-
nahme des DCF-Verfahrens in den Kreis der anerkannten
Wertermittlungsverfahren der WertV die schwere Last der
Varianzfortpflanzung leichter geschultert werden.

7 Schlussfolgerung und Ausblick

Das Geschehen auf den Grundstiicksméarkten wird immer
stiarker auch durch die zunehmende Internationalisierung
der Immobilienwirtschaft beeinflusst (BMVBS 2008).
Daraus entsteht neben dem Fortentwicklungsbedarf der
WertV zur Verbesserung der internationalen Vermittelbar-
keit bzw. Nachvollziehbarkeit eine neue, bedeutungsvolle
Komponente, die an eine Auftragsvergabe gekniipfte Be-
dingung der Anwendung des DCF-Verfahrens.

Zur Ermittlung des Verkehrswertes sind zukiinftig die
Verfahren nach der Art des Gegenstands unter Bertick-
sichtigung der im gewohnlichen Geschiftsverkehr beste-
henden Gepflogenheiten und der sonstigen Umsténde des
Einzelfalls, insbesondere der zur Verfligung stehenden
Daten, zu wéhlen; die Wahl ist zu begriinden. Die An-
wendung des DCF-Verfahrens dient dabei der objektiven
Marktwertermittlung und soll sich somit deutlich von in-
dividuellen Investorenrechnungen unterscheiden.

Die fiir die Wertermittlung erforderlichen Daten sind
aus der Kaufpreissammlung auf der Grundlage geeig-
neter Kaufpreise unter Beriicksichtigung der jeweiligen
Lage auf dem Grundstiicksmarkt abzuleiten. Die durch-
schnittliche marktiibliche Verzinsung des Verkehrswerts
von Grundstiicken soll dabei mit den im gewdhnlichen
Geschiaftsverkehr zugrunde gelegten Kapitalisierungs-
zinssdtzen erfasst werden. Die Analyse der Diskontie-
rungszinssdtze im DCF-Verfahren kann durch Gutachter-
ausschiisse mit grofen ortlichen Zustédndigkeitsbereichen
oder die Oberen Gutachterausschiisse selbst durchgefiihrt
werden. Zur geforderten Standardisierung, die zumindest
auf Linderebene erreicht werden sollte, ist anzumerken,
dass hierzu der jeweilige Obere Gutachterausschuss selbst
den erforderlichen Beitrag leisten muss oder es kann
durch Vorhaben wie die Erstellung eines bundesweiten
Grundstiicksmarktberichts Einfluss zur Vergleichbarkeit
der Ergebnisse genommen werden.

Da das DCF-Verfahren unzweifelhaft nur fiir ausge-
wihlte Einzelfalle zur Anwendung kommen wird, erscheint
im Interesse der Ableitung von Diskontierungszinssiatzen
hoher Aussagekraft, fiir die auch die Ausgangsdaten nach
Art und Umfang unbedenklich bei der Verdffentlichung
dargestellt werden konnen, eine Zuordnung zum Auf-
gabenbereich des Oberen Gutachterausschusses empfeh-
lenswert. Die Losungsalgorithmen hierzu stehen mit den
mathematischen Grundlagen umfassend aufbereitet zur
Verfiigung.
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MaBgebliche Bedeutung kommt hierbei der Qualitat
der Ausgangsdaten der geeigneten Kaufpreise zu. Es kann
unterstellt werden, dass in der Regel fiir typische DCE-/
Investmentobjekte die periodischen Ertrdge z.B. beim Er-
werber (gutachtlich) vorliegen und lediglich erhoben wer-
den miissen. Nun ist eine gewisse Zogerlichkeit im Rah-
men von Auskunftsverlangen nach § 197 BauGB allseits
nichts Unbekanntes. Zur Steigerung der Riicklaufquote
der zugesandten Fragebogen und ggf. der Qualitiat der
angegebenen Daten kann die Zustellung als Verwaltungs-
akt beitragen, zumindest kann beim Gutachterausschuss
in Karlsruhe eine iiberaus erfreuliche Entwicklung beob-
achtet werden.
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