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Zusammenfassung

Nicht zuletzt die Immobilien- und Finanzkrise 2007/2008
hat die Bedeutung der Immobilienbewertung aufgezeigt: Der
Marktwert hat hohen objektiven Qualitatsanforderungen zu
geniigen. AuBerdem fordert die deutsche Rechtsprechung
die Begrenzung der Streuung des Marktwertes bei £20 %.
Das Vergleichswertverfahren als eine der normierten Bewer-
tungsmethoden in Deutschland basiert aus mathematisch-
statistischer Sicht auf einer multiplen linearen Regressions-
analyse. Seit Jahrzehnten hat es sich als Standardverfahren
fiir die Analyse des Immobilienmarktes und der Ermittlung
des aktuellen Marktwertes in der Praxis etabliert. Der ermit-
telte Vergleichswert hangt insbesondere von der Anzahl und
der Art der EinflussgroBen ab, die in das Regressionsmodell
einflieBen. Dennoch hat sich der Umgang bzw. die Ermitt-
lung der Unsicherheit fiir diesen Ansatz seit seiner Einflihrung
nicht erweitert. Die Unsicherheit ergibt sich einerseits aus der
inhdrenten Unsicherheit der Beobachtungen und aus der Dif-
ferenz zwischen dem ausgewahlten Modell und der Realitét
andererseits.

Das Ziel dieser Forschung ist es, die Unsicherheitsermittlung
in der Regressionsanalyse durch Unterteilung des Unsicher-
heitsbudgets in epistemische und aleatorische Anteile weiter-
zuentwickeln und zu verbessern. Wahrend die aleatorischen
Anteile die zuféllige Variabilitdt beschreiben, die mit Hilfe
der Bayesischen Inferenz modelliert werden kann, charak-
terisieren die epistemischen Anteile systematische und/oder
deterministische Einfliisse, die aus mangelndem Wissen, An-
nahmen, Vereinfachungen und sprachlichen Formulierungen
herriihren. Epistemische Komponenten konnen durch ausge-
wihlte Ansédtze der Fuzzy-Theorie modelliert werden.

In diesem Paper wird ein Fuzzy-Bayes-Ansatz betrachtet, der
in der Lage ist, die Unsicherheit des Verkehrswertes durch
die oben beschriebenen Merkmale und damit deren Auswir-
kungen auf den Marktwert zu quantifizieren. Zunéchst be-
darf es der Aufbereitung der Daten: Die wertbeeinflussenden
EinflussgroBen des raumlichen und sachlichen Teilmarktes
werden ermittelt. Die Entwicklung des mathematischen An-
satzes erlaubt die Pradiktion der Immobilienwerte innerhalb
des ausgewahlten rdumlichen und sachlichen Teilmarktes.
Die vorgestellte Methodik wird anhand eines realen Daten-
satzes getestet, wobei der Fokus auf einer realistischeren Un-
sicherheitsabschdtzung liegt, ohne den Verkehrswert selber
zu verandern. Im Ergebnis liegen prézisere und realistischere
Unsicherheiten flr Verkehrswerte vor.
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Summary

The real estate and finance crisis in 2007/2008 has shown the
importance of real estate valuation: The market value has to
satisfy high objective quality requirements. Besides, the Ger-
man jurisdiction demands a maximum dispersion of £20 % of
the market value. The sales comparison approach as one of the
valuation methods is from a mathematical-statistical point
of view based on a multiple linear regression analysis. Since
decades, it has been considered as a standard procedure for
analysing the real estate market and to determine the current
market value. The estimated comparative value is in particular
depending on the number and the type of influencing variables
which are considered within the regression model. Neverthe-
less, the uncertainty estimation of this approach has not been
extended since its introduction. The uncertainty here results
from the inherent uncertainty of the observations on the one
hand, on the other hand from the selected model as imperfect
realisation of the reality.

The aim of this research is to develop and enhance the uncer-
tainty estimation in the used regression analysis by dividing
the uncertainty budget in epistemic and aleatoric parts. While
the aleatoric components describe random variability, which
can be modelled by means of Bayesian inferences, the epis-
temic components characterise systematic and/or determin-
istic influences which result from unsatisfactory knowledge,
assumptions, simplifications and linguistic formulations. Epis-
temic components can be modelled by selected approaches
from fuzzy theory.

This paper introduces a Fuzzy-Bayesian approach, which is
able to consider the uncertainty of the market value affected
by the above described characteristics and thus to quantify its
impact on the market value. As starting point for this investi-
gation, the data basis is prepared: The market value affecting
attributes, which have a significant influence on the valuation
approaches, were listed and categorised for showcase samples
of different spatial and objective partial markets. The estab-
lishment of the advanced mathematical approach should al-
low predicting any real estate values for objects within the
selected spatial and objective submarket. The methodology is
tested on a real data set. It can be concluded, that this ap-
proach should provide more precise and appropriate uncer-
tainty estimations of predicted values without changing the
market value itself.

Schliisselworter: Vergleichswertverfahren, Fuzzy, Bayesische
Regression, Unsicherheiten, unscharfe Variablen, Immobilien-
bewertung
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1 Unsicherheitsaspekte in der Immobilien-
bewertung

In Deutschland haben sich seit Jahren die standardisier-
ten und normierten Methoden nach Immobilienwert-
ermittlungsverordnung (ImmoWertV) etabliert. Die Me-
thoden erreichen allerdings immer dann ihre Grenzen,
wenn nur wenige Informationen (insbesondere Ver-
gleichsfille) im jeweiligen Teilmarkt des Immobilienob-
jektes vorhanden sind: wie in den kaufpreisarmen Lagen.
Je weniger Informationen vorliegen, desto groBer ist die
Herausforderung fiir den Immobiliensachverstandigen:
Zwar hat dieser zumeist eine groBe Expertise, kann die-
se allerdings nur schwerlich objektivieren, da statistische
Auswertungen nicht méglich sind und Informationen
von anderer Qualitit derzeit nicht in Auswerteverfahren
eingebunden werden kénnen. Alkhatib und Weitkamp
(2012) und Weitkamp und Alkhatib (2012a) haben nach-
gewiesen, dass die Anwendung der Bayesischen Regres-
sion in kaufpreisarmen Lagen zielfithrend ist. Hierbei
wird Vorwissen - z.B. aus Expertenbefragung oder Gut-
achten gewonnen - mit Daten - hier Kauffillen aus der
Kaufpreissammlung der Gutachterausschiisse fiir Grund-
stickswerte - kombiniert. In Weitkamp und Alkhatib
(2012b) wurden kaufpreisarme Lagen simuliert: Es ist der
Nachweis gelungen, dass die Ergebnisse durch den Einsatz
der Bayesischen Regression den funktionalen Zusammen-
hang préziser und zuverlédssiger ermitteln als klassische
Methoden (z.B. die multiple lineare Regression). Es ge-
lingt durch die Nutzung des Vorwissens, das Fehlen von
Informationen auszugleichen. Somit hat die Bayesische
Regression einen klaren Vorteil dadurch, dass Vorwissen
verarbeitet werden kann. Wahrend in Weitkamp und Alk-
hatib (2012a) und Weitkamp und Alkhatib (2012b) die
simulierte Stichprobe noch relativ groB war, konnte durch
eine Weiterentwicklung des Ansatzes als Robuste Baye-
sische Regression in Alkhatib und Weitkamp (2013) und
Weitkamp und Alkhatib (2014) der Datensatz enorm ver-
ringert und auch Ausreifer mit verarbeitet werden.

Alle vergangenen Ansédtze modellieren die Unsicher-
heit mittels Zufallsvariablen: Es handelt sich um rein
aleatorische Ansitze. Ublicherweise beinhaltet die Defini-
tion der Unsicherheit jedoch zwei Kernelemente: aleato-
rische und epistemische Anteile. Werden nur aleatorische
Variablen modelliert, so fiihrt dies nicht zwangsldufig
zu einer zielfithrenden Methodik, die in der Lage ist, die
Unsicherheiten in der Immobilienbewertung realistisch
zu bestimmen. Zudem besteht in der Immobilienbewer-
tung die Tendenz, Spannen auszuweisen: So werden z.B.
ortsiibliche Mieten in Mietspiegeln regelmaBig als Span-
ne ausgegeben. Auch die Kauffille identischer Objekte
werden regelmdBig streuen: Der Marktwert als solches
liegt innerhalb der Spanne und ist mit einer Unsicherheit
behaftet.

Fir die Bewertung von Immobilien sind statistische
Verfahren von besonderer Bedeutung. Es kann festgehal-
ten werden, dass innovative Forschungsansitze die Unsi-
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cherheitsmodellierung der derzeitig bestehenden Metho-
den hinterfragen miissen. Neue Ansitze miissen sowohl
den Bediirfnissen der Immobiliendaten gerecht werden,
als auch die Definition der Unsicherheit erweitern, um
den Verkehrswert und dessen Unsicherheit realistisch zu
ermitteln. In Hinblick auf die erweiterte Definition der
Unsicherheit besteht ein groBes Potential, neue Anséitze
zu entwickeln. Ziel der Entwicklungen ist eine realisti-
sche mathematische Formulierung der funktionalen Zu-
sammenhinge und die Quantifizierung der Unsicherhei-
ten, um damit die Schitzung des Modells zu verbessern
und die Unsicherheiten zu verringern. Als methodischer
Ansatz wird daher im Folgenden der Bayesische Ansatz
fiir die Modellierung der aleatorischen Unsicherheiten
genutzt und mit der Fuzzy-Theorie fiir die epistemischen
Unsicherheiten kombiniert.

2 Fuzzy-Variablen in der Immobilienbewertung
2.1 Stand der Forschung

Unsicherheiten in den EingangsgroBen wirken sich auf
die Verkehrswertermittlung aus. Der Grund fiir die Un-
sicherheiten liegt in der Heterogenitdt des Marktes: Der
Ausgang einer Kaufverhandlung kann als unscharf be-
trachtet werden. Dennoch verzichten viele Experten auf
die Angabe einer Unsicherheit bei der Ermittlung des Ver-
kehrswertes. Einerseits fehlt der Wertermittlung vielfach
eine zielfiihrende Ermittlung der Unsicherheiten. Ander-
seits scheuen Praktiker vor der Angabe groBer Unsicher-
heiten. Hier herrscht die Annahme vor, dass diese bei
Laien einen Mangel im Bewertungsprozess suggerieren
(Jester und Roesch 2006).

Byrne (1995) stellt fest, dass die Unsicherheit der Er-
gebnisse zudem aus der imperfekten Information und dem
fehlenden Wissen tiber die Zukunft der Kaufentscheidung
entspringen. Kénnen hingegen mogliche Szenarien mit
entsprechenden Wahrscheinlichkeiten festgestellt wer-
den, so liegt eine klassische Risikosituation vor. In der
Immobilienbewertung werden allerdings die Begrifflich-
keiten der Unsicherheit und des Risikos oft synonym ver-
wendet; oftmals ist die Kaufentscheidung nicht risiko-
behaftet, sondern nur unsicher (Byrne 1995).

Statt der Ableitung einer statistisch basierten Unsi-
cherheit des Marktwertes wird im Fall der Fuzzyfizierung
der Marktwert als ein Bereich von Werten dargestellt. Da-
mit wird auf die Tatsache reagiert, dass eine prizise Er-
mittlung des Marktwertes nicht méglich ist (Engel 2008,
Jester und Roesch 2006, Metzger 2010, Petersen 2007,
Streich 2003) - ein Fakt, dem derzeit tiber die Rundung
des Marktwertes Geniige getan wird (Kleiber et al. 2010).
Die Experten fordern die Angabe von Unsicherheiten, um
damit einen Qualitdtsparameter fiir den Bewertungspro-
zess zu erhalten (Engel 2008, Jester und Roesch 2006,
Metzger 2010, Petersen 2007).
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Im Bereich der unscharfen Modellierung sind einige

Untersuchungen erfolgt:

® Byrne (1995) fiihrte zunéchst eine Untersuchung mit
fuzzyfizierten EingangsgroBen durch. Als Programm-
unterstiitzung wurde durch die Angabe der Minima
und Maxima sowie einer Zugehorigkeitsfunktion ba-
sierend auf einer Monte-Carlo-Simulation nach Mol-
lart (1988) eine Fuzzyfizierung vorgenommen. Aller-
dings wurde auch festgestellt, dass die Methodik noch
unvollstindig ist. Der Ansatz versucht die Struktur des
Problems unscharfer GroBen in ihrer Ursache zu 16-
sen und modelliert die Eingangsgrofen typengerecht.
Damit ist eine angemessene, wenn auch nicht voll-
kommene Methode entwickelt worden. Im Ergebnis
entsteht ein Modell, welches statistisch tiberpriifbar ist
(Byrne 1995).

® Bagnoli und Smith (1998) verwenden Fuzzy-Logik, um
Unsicherheiten in den subjektiv bestimmten Einfluss-
groBen der Bewertung (z.B. Lage als nah, mittel oder
fern) zu modellieren.

m Bonissone und Cheetham (1997) entwickeln einen
Neuro-Fuzzy-Ansatz als Kombination von Fuzzy-Re-
geln mit neuronalen Netzen. Dabei werden Techniken
des fallbasierten Schliefens mit Fuzzy-Methoden ver-
kniipft, um Ahnlichkeiten zwischen dem Bewertungs-
objekt und Vergleichsfillen auf nicht parametrischer
Ebene zu ermitteln. Diese Ahnlichkeiten steuern den
Selektions- und Aggregationsprozess. Dariiber hinaus
werden Fuzzy-Methoden genutzt, um die Konfidenz-
intervalle zu ermitteln.

m Siniak (2001) hat die Verwendung von Fuzzy-Zahlen
vorgeschlagen, um die drei klassischen Bewertungs-
methoden hinsichtlich Bewertung, Kostengewichtung,
Rendite und Marktwerten anzupassen.

®m Gonzdlez et al. (2002) prisentieren ein Neuro-Fuzzy-
System mit Fuzzy-Logik, um neuronale Netze zu er-
klaren.

® Aurélio Stumpf Gonzalez und Torres Formoso (2006)
nutzen generische Algorithmen, um Fuzzy-Regeln ab-
zuleiten. Generische Algorithmen dienen der Optimie-
rung bzw. sind Suchverfahren, die von der Idee »Uber-
leben des Stédrkeren« als natiirliche Regel biologischer
Systeme inspiriert sind. Diese stellen zufillige, aber
gerichtete Suchen fiir die Lokalisierung der global op-
timalen Losung dar.

Insgesamt sind einige Untersuchungen im Bereich der
unscharfen Modellierung erfolgt, jedoch wurde in kei-
ner Arbeit eine Differenzierung der unterschiedlichen
Unsicherheiten berticksichtigt. Hier ist ein kombiniertes
Bayes-Fuzzy-Modell von Vorteil, da durch dieses Unsi-
cherheiten der EingangsgroBen getrennt nach zufallsbe-
dingten (aleatorischen) und deterministischen (epistemi-
schen) Anteilen in einem Verfahren abgebildet werden
konnen. Diese klassifizierende Unterteilung von Unsi-
cherheiten findet man z.B. in Méller und Beer (2008) so-
wie in Kiureghian und Ditlevsen (2009).

Die aleatorische Unsicherheit wird durch die zufallige
Variabilitdt des zu beschreibenden Systems verursacht
(inhédrente zufillige Natur der physikalischen GroBen; sie
wird deshalb iiblicherweise durch Zufallsvariablen mo-
delliert). Die epistemische Unsicherheit hingegen ergibt
sich durch mangelhaftes Wissen tiber das System, Ver-
einfachungen oder limitierte Verfiigharkeit der Daten. Im
Gegensatz zu den epistemischen sind die aleatorischen
Unsicherheitskomponenten in der Regel nicht reduzier-
bar.

Wird diese Unterteilung auf das Gebiet der Verkehrs-
wertermittlung iibertragen, existieren epistemische Un-
sicherheiten, z.B. in den EingangsgroBen der Lage oder
der wirtschaftlichen Restnutzungsdauer. Diese sind zwar
unbekannt, aber grundsitzlich als fest anzunehmen. In
ihre Bestimmung flieBt immer gutachterlicher Sachver-
stand ein. Eingangsgrofen wie beispielsweise die Grund-
stiicks- oder Wohnflidche unterliegen aleatorischen Unsi-
cherheiten. Auch diese sind unbekannt, unterliegen aber
infolge der Ermittlungsmethode einer grundsitzlichen
Variabilitat. Eine Erhohung der Anzahl der Messungen/
Vergleichsfille steigert die Genauigkeit des Mittelwertes.

Zur Modellierung der zufallsbedingten Unsicherheiten
werden daher wahrscheinlichkeitstheoretische Ansitze
(z.B. Bayesische Verfahren) verwendet und fiir die Mo-
dellierung der deterministischen Anteile kommen nicht-
stochastische Verfahren wie Intervall- und Fuzzy-Theorie
in Frage.

In der Bayes-Theorie ist es méglich, Vorwissen iiber die
EingangsgroBen und deren Unsicherheiten in Form von
vollstandigen Wahrscheinlichkeitsdichten bei der Aus-
wertung und Analyse sowie darauf beruhender Entschei-
dungen zu verarbeiten (Koch 2007).

Ist der funktionale Zusammenhang zwischen den Ein-
gangsgroBen linear und existiert kein Vorwissen tber
Eingangsgrofien (nicht-informative Priori-Dichten), lie-
fern klassische und Bayesische Ansitze identische Er-
gebnisse. Dies wurde in einen internationalen Standard
integriert: »Evaluation of measurement data - Guide to
the expression of uncertainty in measurement (GUM)«
(ISO-IEC Guide 2008).

Eine adiquate alternative Modellierung der Unsicher-
heiten auBerhalb der Stochastik kann aus der Intervall-
mathematik oder der Fuzzy-Theorie abgeleitet werden.
Dabei werden die Unsicherheitsbereiche der Eingangsgro-
Ben nicht in Form von Priori-Dichten (wie beim Bayesi-
schen Ansatz) aufgefasst, sondern anhand von Interval-
len, unscharfen Mengen oder unscharfen Zahlen beriick-
sichtigt (z.B. Bandemer und Nither 1992, Viertl und Ha-
reter 2006). In diesen Ansitzen wird die Information tiber
Unsicherheiten mit Hilfe von Modellen aus der Mengen-
theorie integriert. Eine Aufgabe ist hierbei die Konstruk-
tion der sogenannten Zugehorigkeitsfunktionen, die dann
Trager der Unsicherheit sind.

Neben den eigenen vertieften Vorarbeiten sollen hier
verschiedene Arbeiten aus den Ingenieurdisziplinen an-
gefiihrt werden. Beer (2006) sowie Moller und Beer (2004)
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zeigten verschiedene Ansidtze und Methoden zum Um-
gang mit unterschiedlichen Arten von Unsicherheit. Die
Arbeit von Wilder (2008) ist ebenfalls in diesem Kontext
angesiedelt. Dariiber hinaus ist es in der Fuzzy-Theorie
moglich, Expertenwissen {iber die Modellierung von
Nested Sets einflieBen zu lassen; dabei wird die Meinung
von Experten {iber Zugehorigkeitsfunktionen zusammen-
gefasst (Nguyen und Kreinovich 1996).

Aktuelle Arbeiten zur Modellierung von Unsicherheit
haben sich iiberwiegend mit einer Kombination der oben
erwdhnten wahrscheinlichkeits- und mengentheoreti-
schen Ansitze beschiftigt. Dabei eignet sich die Bayes-
Theorie hervorragend zur Beschreibung der zufélligen Va-
riabilitdt und die Intervallmathematik bzw. Fuzzy-Theo-
rie zur Modellierung von Unschirfe (z.B. Viertl 2008,
Viertl und Hareter 2006). Einen Uberblick fiir eine ge-
meinsame Modellierung der zufélligen Variabilitit und
der Unschirfe werden z.B. in Bandemer (2005), Ferson
et al. (2002) und Wilder et al. (2009) sowie Kwakernaak
(1978, 1979) behandelt.

2.2 Unscharfe Modellierung der Einfluss-
groBen

Fiir die Integration von epistemisch bedingten Unsicher-
heiten in den erarbeiteten Ansétzen soll auf die Fuzzy-
Theorie zurtickgegriffen werden, die auf unscharfen
Mengen basiert. Neben der Identifikation der in ihrer Ent-
stehung als epistemisch zu beurteilenden Einflussgrofen
miissen geeignete Zugehorigkeitsfunktionen bestimmt
werden, die die unscharfen EingangsgroBen zutreffend
abbilden.

Die Modellierung epistemischer Daten wurde auf ex-
emplarische EinflussgroBen beschrankt. Ansitze fiir
Expertenbefragungen und deren Integration in Bayesi-
sche Ansitze lassen sich jedoch in Ergdnzung zum For-
schungsprojekt den Untersuchungen von Alkhatib und
Weitkamp (2012) sowie Weitkamp und Alkhatib (2012a)
entnehmen.

Im Rahmen dieses Ansatzes sind die Kaufpreise als
ZielgroBe der zu formulierenden Modelle grundsitzlich
als nicht unscharf zu betrachten. Der Kaufpreis eines ein-
zelnen Objekts ist das Ergebnis individueller Verhandlun-
gen zwischen Kiufer und Verkdufer und stellt den Preis
dar, der im gegenseitigen Einverstindnis gezahlt wird.
Unschirfe in dem Resultat kann daher nicht unterstellt
werden. Die Modellierung der Unschirfe beschrankt sich
auf die EinflussgroBen, die fiir das Wertermittlungsob-
jekt als wertrelevant angesehen werden. In die Verkehrs-
wertermittlung flieBt viel gutachterlicher Sachverstand
ein, da zahlreiche GréBen nicht direkt messbar sind oder
lediglich eine Abschédtzung darstellen. Zudem kénnen -
neben linguistischer Unschérfe — auch solche GroBen als
unscharf betrachtet werden, die zwar numerisch gegeben
sind, jedoch nicht exakt auf den jeweiligen Wertermitt-
lungsfall zutreffen.
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Als Beispiel dient hier insbesondere der Bodenricht-
wert, der sich als durchschnittlicher Lagewert innerhalb
einer Bodenrichtwertzone darstellt. Abweichungen von
diesem Mittelwert werden hier nicht durch Anpassung,
bspw. durch Umrechnungskoeffizienten, beriicksichtigt,
sondern dieser Mittelwert wird originir weiterverwendet.
Diskrepanzen zwischen den zum Bodenrichtwert zugeho-
rigen mittleren Eigenschaften des Richtwertgrundstiicks
und den einzelnen realen Grundstiicken mit den realen
Merkmalen sind zu erwarten. Zu- und Abschlidge werden
in der Praxis durch den Gutachter zumeist rein sachver-
standig angebracht. Als weiteres relevantes Beispiel einer
klassisch epistemischen GroBe ist der Ausstattungsstan-
dard zu nennen: Hier erfolgt eine kategoriale Einteilung
in die Stufen (z.B. »gut«, »mittel« und »schlechte).

Wihrend generell unterschiedliche Formen der Zuge-
horigkeitsfunktionen existieren, wurden im vorliegenden
Ansatz Dreiecksfunktionen als geeignet ausgewdhlt. Das
Intervall des Bodenrichtwertes wurde dabei gemaB der
sachverstindig angesetzten Regel gewihlt, dass einzel-
ne Bodenwerte einer Bodenrichtwertzone im Mittel nicht
um mehr als 20 % von dem Bodenrichtwert als Durch-
schnittswert abweichen sollten. Somit ergibt sich ein re-
elles Intervall von £20 % des betrachteten Bodenricht-
wertes.

Fir den Ausstattungsstandard werden die genann-
ten linguistisch formulierten Einstufungen in die Kate-
gorien 1 bis 7 eingeteilt, denen ein Intervall von +£0,5
zugeordnet wird, sodass sich gleichmiBige Uberginge
zwischen den Stufen ergeben. Als Ergebnis ergibt sich
ein Marktwert, der eine Fuzzy-Erweiterung beinhaltet.
Wihrend der Kaufpreis nicht fuzzyfizierbar ist, kann der
Marktwert hingegen als »mittlerer Kaufpreis« im gewéhn-
lichen Geschéftsverkehr interpretiert werden. Damit wird
er als unscharf klassifiziert.

3 Ein Fuzzy-Bayes-Modell fiir die Immo-
bilienbewertung

Die Bayesische Regressionsanalyse wurde durch Alkha-
tib und Weitkamp (2012) sowie Weitkamp und Alkhatib
(2012a, 2012b) fiir die Immobilienbewertung entwickelt;
Zaddach und Alkhatib (2012, 2013) entwickelten daraus
die Bayesische Kollokation. Die Fuzzy lineare multiple
Regression wurde durch Tanaka et al. (1982) eingefiihrt.
Im Folgenden wird die Bayesische Regressionsfunktion
mit Fuzzy-Intervallen kombiniert.

3.1 Klassische Multiple Lineare Regressions-
analyse

Das klassische Regressionsmodell (vgl. z.B. Fahrmeir
et al. 2009) basiert auf der Idee, die Variation der Beob-
achtungen in der ZielgroBe (z.B. der Wohnflichenpreis)
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durch die Variabilitit der m EinflussgroBen (unabhingige
Variablen) x, ..., x,, zu erkliren:

yl=ﬁ0+ﬁ|xi1+'--+ﬁmxim+gi=ﬁ0+2ﬁjxg,'+gi’ (1)
=1

mit i =1, ..., n als Anzahl der Beobachtungen (hier: Kauf-
falle) und p,, ..., f,, als m + 1 Regressionskoeffizienten.

Der generelle Trend des Modells ist mit Rauschen tiber-
lagert, da der funktionale Zusammenhang zwischen der
Ziel- und den EinflussgroBen nur wage bekannt ist und
kein Wissen tiber die exakte Funktion existiert. Die Resi-
duen & werden daher eingefiihrt, um die Inkonsistenz der
mathematischen Gleichung zur Realitdt zu {iberwinden.
In Matrixschreibweise ergibt sich der funktionale Zusam-
menhang aus GI. 1 als:
y=XpB+e¢ (2)
mit f als unbekannter Vektor der Regressionskoeffizien-
ten und X als Designmatrix.

3.2 Bayesische Regressionsanalyse

Hinsichtlich der Bayesischen Regression liegt der Fokus
auf den unbekannten, stochastischen Regressionskoeffi-
zienten f basierend auf den Daten y. Werden die Regres-
sionskoeffizienten ermittelt, wird eine Normalverteilung
der abhingigen Variable unterstellt sowie auch die Linea-
ritdt des gesamten Modells angenommen, um eine ana-
lytisch l16sbare Gleichung zu erhalten. Unter diesen Be-
dingungen hat Koch (2007) eine mathematische Prozedur
entwickelt, um die Koeffizienten zu schitzen. Der ver-
wendete Ansatz basiert auf der folgenden analytischen
Loésung:

B=(xx+v") (xy+vp)". 3)
In den Gleichung ist die Priori-Information durch Un-
terstriche kenntlich gemacht, die resultierende Posteriori-
Information durch Uberstriche. Als Resultat der Poste-
riori-Dichte kénnen die Regressionskoeffizienten durch
die Vorinformation priziser ermittelt werden. Zudem
werden die Kofaktormatrix und die Konfidenzintervalle
(Highest Posterior Density Intervals, HPDI) verkleinert.
Die Art, Vorwissen zu generieren, ist nicht strikt spezi-
fiziert: Es kann sowohl als Expertenwissen aus Befra-
gungen generiert als auch aus fritheren (Daten-)Analysen
(z.B. Vorjahre) gewonnen werden. Der Ansatz mit Exper-
tenwissen wurde fiir die Immobilienbewertung in Alkha-
tib und Weitkamp (2012), Weitkamp und Alkhatib (2012a,
2012b) sowie Zaddach und Alkhatib (2013) erfolgreich
eingefiihrt.

3.3 Fuzzy-Bayes-Regressionsanalyse

In diesem Abschnitt wird die Grundform und eine Folge
von Schritten zur Konstruktion der Fuzzy-Bayes-Regres-
sionsmodelle vorgestellt, ohne dass alle mathematischen
Details erldutert werden konnen. Ein Fuzzy-Intervall 4 ist
normalerweise definiert als Zugehorigkeitsfunktion m ;(x)
iiber die Menge R der reellen Zahlen mit dem Zugehorig-
keitsgrad O und 1:

A= {(x,m/i (x)|xe R)}

mit m;:R — [0,1]. Die Zugehorigkeitsfunktion eines
Fuzzy-Intervalls kann beschrieben werden durch ihre
linke (L) und ihre rechte (R) Referenzfunktion (s. Abb. 1):

(4)

r .
j, firx<x, —r

L{x"’ —-Xx-
Cl

my (x)= 1,
X—x, —r
R ——|, firx,>x+r
c,
mit x,, als Mittelpunkt, » als Radius und ¢, ¢, als Streu-
parameter der monoton abnehmenden Referenzfunktion

(konvexe Fuzzy-Intervalle). Die a-cuts mit « € [0,1] des
Fuzzy-Intervalls 4 sind definiert als:

(5)

firx, —r<x<x, +r

A, :{xeX|mA(x)Za} (6)
Eine allgemeinere Definition und weitere Details beziigli-
cher geoditischer Fragestellungen befinden sich in Neu-
mann (2009).

Das LR-Fuzzy-Modell (s. Gl. 4 und 5) basiert auf der
Idee, dass eine Fuzzy-Funktion in linearer Form gemiB
Gl. 2 gegeben ist. Anstelle die Gl. 2 mit einem Vektor
von »scharfen« Einzelwerten fiir die EinflussgroBen aus-
zuwerten, wie es in Kap. 3.1 und 3.2 im klassischen Fall
geschildert ist, werden im Falle der Fuzzy-Theorie die
Gleichungen fiir einen Vektor mit unscharfen Zufallszah-
len analysiert. Hierbei miissen nicht alle Einflussgrofen
(x; in GL 1) unscharf sein, da ein »scharfer« Einzelwert
als Spezialfall einer unscharfen Zufallszahl angesehen
werden kann.

Abb. 1: Fuzzy-Intervall und deren a-Schnitte
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In diesem Paper werden unscharfe Zahlen vom Drei-
ecktyp fiir die Einflussgroen verwendet, deren Referenz-
funktionen die folgende Form aufweisen:

X, —X—T )
Ll 2——|, firx<x,—r
G

my (x) = 1,

cV
Die Fuzzy-Zugehorigkeitsfunktion kann wie folgt inter-
pretiert werden: Der Mittelwert x,, beschreibt den wahr-
scheinlichsten Wert der unabhéngigen Variablen, wih-
rend der Wertebereich die Unschérfe der Variablen wi-
derspiegelt. Werden Fuzzy-Parameter 4; genutzt (z.B. hier
in Form der unscharfen Zahlen vom Dreiecktyp) und das
Erweiterungsprinzip nach Zadeh (1965) auf die Schitz-

funktion angewandt, wird der Fuzzy-Vektor der Regres-
sionsparameter wie folgt gelost:

firx, —r<x<x,+r. (7)

ﬁ = sup mm(mle ),Vﬁ eR" (8)
B=F(3%)
mitm; miti = 1... m als Zugehorigkeitsfunktionen iiber die
Menge R der reellen Zahlen mit dem Zugehorigkeitsgrad
zwischen O und 1. Aufgrund des begrenzten Platzes wird
auf die Erlauterung der detaillierten analytischen Losung
der gesamten Prozedur verzichtet
und nur die Berechnungsmetho-
de kurz erldutert. Weitere Details
zur Berechnung konnen z.B. Neu-
mann (2009) entnommen wer-

Flache, Wohnflache, Alter,
Bodenrichtwert und Ausstattungsstandard

(hier als unscharfe Zahlen vom Dreiecktyp). Fiir verschie-
dene a-Schnitts von 0,1 bis 1 nimmt die Unschérfe damit
linear ab. Es wird eine groBe Anzahl an Simulationen
fiir verschiedene unabhingige Realisierungen X, ; der
Designmatrix berechnet (hier: 250.000). Das maximale
ﬁa,mm und das minimale ﬁ’a‘mmwm eines jeden a-Schnitts
aus Gl. 7 werden wie folgt berechnet:

o min e = MIN |:(X;m,szim,k +V )71 (X;mk + V_]E)}

ﬁa,max,MC = maxli(X;m,kXx[m,k +V )71 (X;m,k + Vﬁlﬁ):|

fiir k=1...250.000 9)

Das Ergebnis ist ein kombiniertes Fuzzy-Bayes-Regres-
sionsmodell in voller Ubereinstimmung mit Zadehs Er-
weiterungsprinzip fiir den Fuzzy-Teil (vgl. Zadeh 1965).
Alle Parameter kénnen sowohl fuzzyfiziert werden als
auch Bayesische Anteile haben (Neumann 2009, Gl. 3.67).
Durch die Verwendung des Erweiterungsprinzips kann die
Schitzfunktion mit einem fuzzyfizierten Parametervek-
tor B angegeben werden. Das Modell liefert entsprechend
Fuzzy-Bayes-Konfidenzintervalle. Mit Hilfe des funktio-
nalen Zusammenhangs ist eine Pradiktion moglich; der
pradizierte Schitzwert hat ebenfalls sowohl unscharfe als
auch Bayesische Anteile.

Datenmatrix (X)

Bodenrichtwert, Ausstattungsstandard

den. Abb. 2 veranschaulicht die Schritt 1 Schritt 2
Fuzzy-Bayes-Regressionsanalyse, Priori- Likelihood Set-theoretische
die zusammenfassend auf zwei Wahrscheinlichkeit Funktion Modellierung,
o R K der Parameter EingangsgroBen

grundsitzlichen Schritten basiert. P(B) PIR) in Form von Fuzzy-

Schritt 1: Die Eingangsda- - 1 I B N -2
ten werden in der Datenmatrix - . iy N
zusammengefasst als Design- u 1 11“’ mm\'
matrix (X). Im weiterfithrenden e Ll = M
Beispiel handelt es sich um die T
Grundstiicksflache, die Wohnfla- Bayes Theorem Erweiterungsprinzip
che, das Alter, den Bodenricht- P(ly) ec P(B)P(y|B) nach Zadeh (1965)
wert und den Ausstattungsstan-

Fuzzy-Bayes

dard. Unter der Annahme, dass
die Daten nicht-unscharf sind,
umfasst x, die Ergebnisse aus
der Bayesischen Regression mit
nicht-unscharfer Priori-Infor-
mation der Beobachtungen. Das
Ergebnis aus Schritt 1 wird zum
Teil als Eingangsdaten in Schritt 2
verwendet.

Schritt 2: Die Eingangswerte
(Elemente der Designmatrix X)
mit epistemischer Unschérfe wer-
den in diesem Schritt fuzzyfiziert
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Abb. 2: Ablaufdiagramm der Auswertung im Kontext des beschriebenen Beispiels
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4 Anwendung im Teilmarkt der Ein- und
Zweifamilienhduser in Osnabriick

Die Auswertung wurde fiir die rdumlichen Teilméarkte
der Stadt und des Landkreises Osnabriick (s. Abb. 3) im
Bereich des Gutachterausschusses fiir Grundstiickswerte
Osnabriick durchgefiihrt. Osnabriick liegt im Siidwesten
von Niedersachsen. Die untersuchte Region ist sehr he-

Legende

@® Jahr 2008
@ Jahr 2007 d
Gemeinden [T

Osnabriick

[ stadt
[_] Landkreis

Abb. 3: Verwendete Kauffille aus dem raumlichen Teil-
markt Osnabriick — blau: Kauffille aus 2007, rot: 2008

terogen: Wiahrend die Stadt Osnabriick als Oberzentrum
groBstadtisch geartet ist, ist insbesondere der noérdliche
Kreis sehr landlich geprigt. Die Kauffille stammen aus
der automatisierten Kaufpreissammlung des Gutachter-
ausschusses.

Es wurden rund 280 Kauffille aus 2007 (blaue Kreise)
als Priori-Information und rund 135 Kauffélle aus 2008
als Likelihood (rote Kreise) ausgewertet. Die Auswertung
umfasst den sachlichen Teilmarkt der freistehenden Ein-
und Zweifamilienhduser; als ZielgroBe der Regression
diente der Kaufpreis pro Wohnfliche. Als signifikante Ein-
flussgréBen erwiesen sich fiir die ausgewéhlte Stichprobe
die Parameter Grundstiicksfliche, Bodenrichtwert sowie
Alter des Gebdudes, Wohnfldche und die Ausstattung.

Beide Datensitze unterscheiden sich nur unwesent-
lich voneinander. Die Mittelwerte sind sehr dhnlich; die
Spannen variieren nur wenig: im Rahmen der Regressi-
onsanalyse werden mogliche Ausreier an den Rindern
eliminiert. Dies rechtfertigt die kombinierte Verwendung
als Priori-Informationen und Likelihood Daten. Der An-
satz ist mit 250.000 Simulationen prozessiert.

5 Erste Erkenntnisse zum Einsatz eines Fuzzy-
Bayes-Modells in der Immobilienbewertung

Der Vorteil des Bayesischen Ansatzes liegt in der hoheren
Genauigkeit der ZielgroBen durch die Nutzung der Priori-
Informationen. Der funktionale Zusammenhang wird zu-
néchst nicht verbessert. Andere Arbeiten wie Weitkamp
und Alkhatib (2014) weisen nach, dass die Nutzung des
Vorwissens sich vornehmlich in kaufpreisarmen Lagen
mit nur wenigen Kauffillen (Likelihood Daten) vorteilhaft
auswirkt. Es ist anzunehmen, dass auch fiir das Fuzzy-
Bayes-Modell insbesondere im Bezug auf die realistische
Unsicherheitsabschétzung in kaufpreisarmen Lagen dhn-
liche Vorteile zu erwarten sind.

In diesem Beispiel wurden exemplarisch zwei Spalten
der Designmatrix unscharf erweitert: die Bodenrichtwerte
und der Ausstattungsstandard; das Fuzzy-Intervall wird
fiir Bodenrichtwerte auf 80 %, fiir den Ausstattungs-
standard auf 50 % gesetzt. Als Konsequenz von z.B.
XZi» Xiimi — als Teil von Gl. 8, um die entsprechenden
Parameter zu berechnen - ergibt sich als Ergebnis eine
nicht-lineare Funktion mit unscharfen EinflussgroBen.
Als Ergebnis der fuzzyfizierten Einflussvariablen werden
im Auswerteprozess auch die Regressionskoeffizienten
fuzzyfiziert und es wird ebenfalls ein Fuzzy-Bayes-Kon-
fidenzintervall erzeugt. In Abb. 4 werden die Ergebnisse
fir die fuzzyfizierten Regressionskoeffizienten darge-
stellt. Die a-Schnitte werden durch die horizontalen Li-
nien im Abstand 0,1 symbolisiert. Die jeweiligen End-
punkte, die durch rote Kreise markiert sind, ergeben sich
durch die minimalen und maximalen Werte, die sich aus
den Auswertungen pro a-Schnitt ergeben. Die roten Li-
nien verbinden das Ergebnis fiir den a-Schnitt bei 1,0 mit
den Ergebnissen fiir die Minimal- und Maximalwerte des
o-Schnittes 0,0 und stellen so die theoretisch zu erwar-
tende Losung dar.

Die senkrechten gestrichelten Linien ergeben sich
durch die Konfidenzregionen fiir den geschétzten Koef-
fizienten (o-Schnitt 1,0). Hinzu addiert werden die Unsi-
cherheiten, die sich aus der Fuzzyifzierung pro a-Schnitt
ergeben und welche durch die in fett schwarz gestrichel-
ten, schrigen Linien dargestellt werden. Durch die Ad-
dition der Bayesischen Konfidenzregionen und der Un-
sicherheit der Fuzzy-Modellierung wird die gemeinsame
Unsicherheit erhalten.

Es ist zu beobachten, dass die iiber die a-Schnitte kon-
struierten Koeffizienten und deren Konfidenzintervall
numerisch etwas instabil sind, da die Anzahl der Simu-
lationen mit 250.000 zu gering ist. Mit nahezu 400 Da-
tensitzen existieren alleine mehr als 160.000 Kombina-
tionen innerhalb der fuzzyfizierten Gleichung. Die Suche
iiber die gesamte Bandbreite der Werte nach a-Schnitten
liberschreitet damit normale Rechenkapazititen. Aus die-
sem Grund wurde die Minima- und Maximasuche ent-
sprechend Gl. 8 auf die Realisierungen von X, redu-
ziert, deren jeweilige Einflussvariable lediglich mit dem
minimalen und maximalen Wert des o-Schnitts einge-
fiihrt wurde.
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Abb. 4: Regressionskoeffizienten der Regressionsanalyse (Fuzzy-Bayes mit Priori-Informationen)

Im Ergebnis der z.B. quadratischen Nichtlinearitat
ergibt sich die linke Seite der Dreiecksfunktion bei der
Minimasuche als linksschief mit einer Wélbung nach au-
Ben fiir die Regressionskoeffizienten b; > |1|. Die rechte
Seite (Maximasuche) ist rechtsschief mit einer Wélbung
nach innen (z.B. Bodenrichtwert, Abb. 4). Das Phidnomen
verdndert sich fiir Regressionskoeffizienten b, < |1], (z.B.
Flache, Abb. 4). Damit ergibt sich die unscharfe Zuge-
horigkeitsfunktion aufgrund der nicht-Linearitat als un-
symmetrisch. Das Ergebnis basierend auf Priori-Informa-
tionen ist numerisch instabiler als ohne, da die Anzahl
der moglichen Kombinationen entsprechend héher ist.
Dieses Phidnomen wird ausfiihrlich in Neumann (2009,
S. 124) diskutiert.

Die Darstellungsweise der Ergebnisse der Abb. 5 und 6
orientiert sich an Abb. 4 fiir die Regressionskoeffizienten.
Abb. 5 prisentiert den pradizierten Wohnfldchenpreis un-
ter Nutzung von Priori-Informationen. Abb. 6 hingegen
veranschaulicht das Ergebnis ohne
Nutzung von Priori-Informationen. a

Die Spanne der Werte fiir die epistemische Unsicher-
heit ist durch eine obere und untere Grenze eines jeden
a-Schnitts gegeben. Diese liegt unter Nutzung von Priori-
Informationen bei 110 EUR/m2 anstelle von 150 EUR/m2
ohne Verwendung der Priori-Daten (wiederum bezogen
auf den o-Schnitt 0). Das bedeutet eine Verbesserung
von 25 %.

Werden die a-Schnitte der Regressionskoeffizienten
betrachtet, ergeben sich die gleichen Ergebnisse wie in
Abb. 5 und 6. Die Spanne der Werte der Regressions-
koeffizienten ist unter Nutzung der Priori-Informationen
enger als ohne.

Die Differenz zwischen der Pridiktion (Abb. 5 und 6)
und der Schitzung der Koeffizienten (Abb. 4) liegt in
der mathematischen Struktur fiir die Fortpflanzung der
Fuzzy-Eingangsvariablen begriindet. Die Schitzung der
Regressionskoeffizienten innerhalb GIl. 8 ist bzgl. der
unscharfen Eingangsvariablen stark nicht-linear, sodass

Die roten Kreise weisen jeweils das 09

09t

Minimum und das Maximum der
a-Schnitte aus; die griinen Linien
verbinden die jeweiligen Extrema
der beiden o-Schnitte O und 1.
Durch Hinzunahme von Priori-In-
formationen verbessert sich die Un-
sicherheit: Statt eines Fuzzy-Bayes-
Konfidenzintervalls von nahezu
700 EUR/m?2 minimiert sich dieses
auf etwa ein Viertel und umfasst
170 EUR/m? (bezogen auf den
o-Schnitt 0).
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die unscharfen Zugehorigkeitsfunktionen der Regres-
sionskoeffizienten nicht-lineare Referenzfunktionen auf-
weisen (konvex bzw. konkav). Im Fall der Pridiktion des
Wohnflachenpreises ergibt sich aber eine lineare Glei-
chung, sodass auch die Referenzfunktionen linear sein
sollten. Daher sollten die a-Schnitte (rote Kreise) bei der
Pridiktion theoretisch mit der griinen Linie in Abb. 5
und 6 identisch sein. Der wahrnehmbare Unterschied liegt
nur an der begrenzten Anzahl der Simulationen.

6 Fazit

In diesem Paper wurde ein Fuzzy-Bayes-Ansatz einge-
fiihrt, in dessen Designmatrix die EingangsgréBen Boden-
richtwert und Ausstattungsstandard unscharf erweitert
wurden. Der Unterschied zum klassischen Bayesischen
Ansatz ist nur in der unterschiedlichen Behandlung der
Unsicherheiten, nicht aber im funktionalen Zusammen-
hang bzw. der ZielgréBe zu finden. Zusammenfassend
kann festgehalten werden, dass sich durch die Fuzzy-
fizierung mittels unscharfer (Fuzzy) Variablen ein realis-
tischeres Unsicherheitsbudget ergibt. Der Mehrwert von
realistischeren und zuverlédssigeren Methoden in der Im-
mobilienbewertung fiihrt zur Schlussfolgerung, dass wei-
tere Forschungsarbeiten hinsichtlich der Integration von
Fuzzy-Variablen bendtigt werden.

Weitere Arbeiten sollten in kaufpreisarmen Lagen er-
folgen. Daneben bietet sich der Vergleich zu einer rein
Bayesischen Modellierung an. Als néchster Schritt sollte
eine Fuzzyfizierung erfolgen, die auf dem Expertenwissen
mehrerer, nicht nur jeweils einzelner Experten basiert.
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